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1 Einfiihrung

1.1 Grundelemente in Regelsystemen
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Abbildung 1.1: Beispiel fiir ein Regelungssystem: (a) Blockdiagramm einer Raumtemperatur-Rege-
lung; (b) Plot der Raumtemperatur und der Ofenansteuerung [FPE15, Figure 1.1]

Wichtige regelungstechnische Begriffe, siehe auch Abbildung 1.2.
STRECKE  Die Strecke (process oder plant) besteht aus Maschine + Stelleinrichtung (actuators).

STEUERUNG Bei einer Steuerung (Feedforward Control oder Open Loop Control) erzeugt das Steuer-
gerit (Controller) die Eingangsgrofie (Control signal) - unabhdngig vom aktuellen Verlauf
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Abbildung 1.2: Blockdiagramm aller Komponenten eines grundlegenden Regelungssystems [FPE1S,
Figure 1.2]

des Ausgangs (Output) - aus dem Sollwert (Reference). Das bedeutet, es gibt keinen Riick-
wirtszweig wie in Abbildung 1.2.

REGELUNG Bei einer Regelung (Feedback Control) erzeugt der Regler die Eingangsgrofle basierend
auf
o der Riickfiihrung des Ausgangs, das heif3it des Istwerts der Regelgrofle, und

e dem Vergleich mit dem Sollwert.

1.2 Steuerung vs Regelung am Beispiel Tempomat

Anhand eines Tempomaten lisst sich der Unterschied Steuerung versus Regelung veranschaulichen.
Abbildung 1.3 zeigt das Blockdiagramm eines Tempomat-Reglers. Fiir den Vergleich brauchen wir

ein einfaches Modell, siche Abbildung 1.4: Eine Anderung des Drosselklappenwinkels bewirke eine
5Skm/h

0

Geschwindigkeitsinderung von 10k und die Straenneigung bewirke

1.2.1 Steuerung

Abbildung 1.5 zeigt das Blockdiagramm des gesteuerten (open-loop) Tempomaten. Fiir die Geschwin-
digkeit folgt dann

1.1




1.2 Steuerung vs Regelung am Beispiel Tempomat
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Abbildung 1.3: Tempomatregler aus [FPE15, Figure 1.3]
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Abbildung 1.4: Einfaches Modell aus [FPE15, Figure 1.4]).
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Abbildung 1.5: Gesteuerter (open-loop) Tempomat [FPE15, Figure 1.5]



1 Einfiihrung

12

Somit ergibt sich bei ebener Stral3e (w = 0 °) mitr = 55 km/h

13

Bei einer Steigung von w = 1 ° ergibt sich fiir » = 55 km/h

1.4

Das bedeutet somit

1.2.2 Regelung

Abbildung 1.6 zeigt das Blockdiagramm des geregelten (closed-loop) Tempomaten. Den Verstarkungs-
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Abbildung 1.6: Geregelter (closed-loop) Tempomat [FPE15, Figure 1.6])

faktor (feedback gain) setzen wir hier willkiirlich auf 10. Im aufgeschnittenen Regelkreis gilt zunéchst:
1.5

Wenn wir den Regelkreis schlielen ergibt sich schlielich:

1.6

Bei einer Steigung von w = 1 % ergibt sich fiir » = 55km/h




und bei ebener Strale (w = 0 %)

1.3 Zusammenfassung

1.8

Das bedeutet

In beiden Fillen ca. 1 % Fehler
Fehler auch bei flacher Stral3e

bleibende Regelabweichung (steady state error)

1.2.3 Grundsitze der Regelung

StaBILITAT Das Gesamtsystem muss jederzeit stabil sein.

TrackiNng  Der Systemausgang soll dem Vorgabe-Referenzsignal so eng wie moglich folgen.

STORUNGEN Der Systemausgang soll so unsensibel wie moglich auf Stdrungen reagieren.

RousTHEIT Die genannten Ziele sollen auch dann erreicht werden, wenn das Modell ungenau ist oder

die Strecke sich mit der Zeit veridndert.

1.3 Zusammenfassung

Aus [FPE1S5, Seite 39]:

Die Regelung ist der Prozess, eine Systemvariable einem bestimmten Wert, dem Referenzwert,
folgen zu lassen. Ein System, das einem sich dndernden Referenzwert folgt heifit Folgeregelung.
Ein System, dessen Ausgang unabhingig von Stérungen konstant bleiben soll, heilit Konstant-
regler oder Regulator.

Im Englischen werden Steuerung und Regelung unter dem Oberbegrift control zusammengefasst.
Bei der Steuerung (open-loop control) misst das System keine Ausgénge und die Eingangs- oder
RegelgroBe wird nicht korrigiert, damit der Ausgang sich dem Referenzsignal anpasst. Bei der Re-
gelung (closed-loop control) misst das System mit Hilfe eines Sensors den Ausgang und koppelt
den gemessenen Wert zuriick, um die Regelgrofie zu beeinflussen.

Ein einfaches Regelungssystem besteht aus der Strecke (process), deren Ausgang (output) be-
einflusst werden soll, dem Stellglied (actuator), das den Ausgang der Strecke @ndert, Ein- und
Ausgangssensoren, und dem Regler, der das Signal fiir das Stellglied berechnet.

Blockdiagramme helfen die Systemstruktur und den Informationsfluss in Regelungssystemen zu
visualisieren.

Ein gut entworfenes Regelungssystem ist stabil, folgt dem voregebenen Wert, gleicht Stéruzngen
aus und ist robust gegen Anderungen oder Abweichungen zum mathematischen Modell.

Die Theorie und Designmethoden lassen sich in zwei Kategorien einteilen: Klassische Regelungs-
Methoden nutzen die Laplace-Transformation und dominierten bis etwa 1960. Ab 1960 starteten
moderne Regelungs-Methoden, die auf gewohnlichen Zustandsdifferentialgleichungen basieren.
Es wurden viele Verbindungen zwischen diesen beiden Kategorieren entdeckt und der gut vorbe-
reitete Ingenieur muss beide Techniken beherrschen.



2 Das dynamische Verhalten von Systemen

2.1 Einleitung

Das dynamische Verhalten von Systemen ldsst sich auf zwei Arten beschreiben. Fiir eine schnelle, ap-
proximative Analyse nutzen wir lineare Analysemethoden. Die resultierende Approximation der Sys-
temantwort beantwortet die Frage, warum eine Losung bestimmte Eigenschaften hat und wie das System
gedandert werden konnte, um die Systemantwort in eine gewiinschte Richtung zu lenken. Im Gegensatz
dazu erfordert ein prdzises Bild der Systemantwort typischerweise numerische Simulation der nichtli-
nearen Bewegungsgleichungen. Wir werden uns auf die lineare Analyse konzentrieren.

Es gibt drei Dominen, um das dynamische Systemverhalten zu untersuchen: die s-Ebene, den Fre-
quenzgang und den Zustandsraum. Im Folgenden werden einige der grundlegenden mathematischen
Werkzeuge besprochen, die fiir die Analyse in der s-Ebene und des Frequenzgangs notwendig sind.

2.2 Systemantwort durch Faltung

Das Superpositionsprinzip besagt, dass fiir ein System, dessen Eingang als eine Summe von Signalen
dargestellt werden kann, die Systemantwort als die Summe der einzelnen Antworten zu den jeweiligen

Signalen dargestellt werden kann. Beispiel:
2.1

Die Systemantwort eines linearen Systems zu einem beliebigen Signal ldsst sich also bestimmen, indem
ein Signal in die Summe von elementaren Komponenten zerlegt wird und die jeweiligen Antworten wie-
der summiert werden. Die liblichen Kandidaten fiir elementare Signale sind der Impuls (siehe Beispiel
in Abbildung 2.1) und die Exponentialfunktion. Der kurze Impuls

1
-, 0<r<A4
1) = A’ - -
P() {0, sonst

fiihre zu der Systemantwort /(7). Die Systemantwort zum Zeitpunkt n4 zum Eingang A -u(k4) - p(nA —
kA4) ist dann

2.2

Aus der Superposition ergibt sich die gesamte Systemantwort zu einer Serie von Impulsen zur Zeit ¢ zu

10
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Abbildung 2.1: Systemantwort auf eine Reihe von kurzen Impulsen, [FPE15, Fig. 3.1, Seite 96]

Fiir den Grenziibergang A — 0 wird der kurze Impuls immer kiirzer und hoher, wobei die Flidche kon-
stant bleibt. Wir haben dann das Konzept des Impulssignals 6(¢), das uns erlaubt, kontinuierliche Si-

gnale zu behandeln. Es gilt also
2.4

11



2 Das dynamische Verhalten von Systemen

Der (Dirac’sche) Impuls 6(¢) hat folgende Eigenschaften:

2.5

Falls f(¢) kontinuierlich ist, dann wirkt der Impuls als ,,Sieb*:

2.6

Die Funktion f kann also als eine Summe von Impulsen dargestelt werden. Ersetzt man in obiger Glei-
chung f durch u, dann ist somit 4 eine Summe von Impulsen:

2.7

Daraus folgt, dass man die Antwort eines linearen Systems zu einem beliebigen Signal durch Superpo-
sition aus der Systemantwort zu einem Einheitsimpuls bestimmen kann. Falls das System zeitinvariant
ist, dann ist die Impulsantwort durch A(¢ — 7) gegeben, weil die Antwort zum Zeitpunkunkt ¢ zu einem
Impuls zum fritheren Zeitpunkt = nur von der vergangenen Zeit t — = abhéngt. Fiir zeitinvariante Systeme
ist die Antwort auf einen beliebigen Eingang gegeben durch das Faltungsintegral:

2.8

2.3 Laplace-Transformation

Setzt man in das allgemeine Faltungsintegral fiir den Eingang u(¢) = €* (s = a + jb komplex) ein, dann
ergibt sich:

12



2.3 Laplace-Transformation

2.9

Die Funktion H (s) nennt man Ubertragungsfunktion. Sie ist das Verhiltnis der Laplace-Transformier-
ten des Ausgangs Y (s) zur Laplace-Transformierten des Eingangs U (s) mit der Bedingung, dass alle
Anfangsbedingungen des Systems gleich Null sind, das heifit es gilt

2.10

H(s) ist die Laplace-Transformierte der Einheitsimplusantwort A(t), denn die Laplace-Transformation
ist definiert als

F(s)=Z{f(®} =/0 f®e™dt 2.1)

Sie transformiert die Originalfunktion f(¥) im Zeitbereich! in die Bildfunktion F (s) im Bildbereich’.
Weil die Laplace-Transformierte der Impulsfunktion

L8} = / " s(e " =e'=1
0
ist, gilt also bei u(t) = 6(¢): Y(S) = H(S).

Beispiel

Um beispielsweise die Ubertragungsfunktion des linearen Systems y + ky = u zu bestimmen, miissen
wir die linke und rechte Seite der Differentialgleichung in den Bildbereich transformieren. Dazu brau-
chen wir zunéchst die Laplace-Transformation von y:

!Zeitbereich: Die Funktionen sind abhiingig von der Zeit ¢
ZBildbereich: Die Funktionen sind abhingig von der komplexen Variable s

13



2 Das dynamische Verhalten von Systemen

2.11

Fiir die rechte Seite schreiben wir Z {u(t)} = U(s), so dass fiir die Ubertragungsfunktion H (s) folgt

2.12

Mochte man die Losung fiir eine bestimmte Eingangsfunktion, zum Beispiel fiir u(f) = e”% mit a # k
bestimmen, dann braucht man die Laplace-Transformierte dieser Funktion

2.13

und 16st dann nach Y (.S) auf:

2.14

14



2.4 Blockdiagramme als Modellierungswerkzeuge

Zur Riicktransformation in den Zeitbereich und auch fiir die Laplace-Transformation gidngiger Funktio-
nen nutzt man {iblicherweise eine Korrespondenztafel wie Tabelle A.2 zusammen mit den Rechenregeln
in Tabelle A.1. In der Tabelle sind - bis auf Nr. 13, 14 und 15 - nur Partialbriiche aufgefiihrt, so dass zu-
sammengesetzte Briiche, so wie in diesem Beispiel, erst in Partialbriiche zerlegt werden miissen, sieche

Abbildung A.1:

2.15

2.4 Blockdiagramme als Modellierungswerkzeuge

Unter der Annahme, dass die Anfangsbedingungen Null sind, beschreibt die Ubertragungsfunktion die
Beziehung zwischen Eingang und Ausgang:

Y(S) = H(s) U(s)

—_— e ——

Ausgang UF Eingang

U(s)

H{(s)

Abbildung 2.2 zeigt, wie sich Blockdiagramme elementar kombinieren lassen. Die Ubertragungsfunk-
tion fiir eine komplexe Topologien lisst sich durch sukzessive Umformung und Nutzung der Formeln

in Abbildung 2.2 bestimmen.

UI(S) Y2(S)
Y, (s) _
Ul (S) - GZGI

()
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v

Gy

Yes)
ues)
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‘ G2
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Y(S) . Gl

Uy(s)

R(s) 1+ GG,

(©
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Abbildung 2.2: Drei Beispiele elementarer Blockdiagramme: (a) in Serie; (b) parallel; (c) Riickfiihrung,
[FPE15, Figure 3.9]
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3 Polstellenlage

3.1 Bedeutung der Polstellenlage in der s-Ebene

Sobald die Ubertragungsfunktion mit einer der verfiigbaren Methoden der Modellbildung' bestimmt
ist, konnen wir mit der Analyse des dynamischen Verhaltens beginnen. Wenn die Systemgleichungen
lineare gewohnliche Differentialgleichungen sind, dann ist die resultierende Ubertragungsfunktion ge-
brochenrational, das heif3t sie hat die Form

bis" '+t b,s+b,  b(s)

H(s) = -
s"+as"l+ - +a, ;s+a, as)

Der Bruch sei gekiirzt, Zdhler und Nenner haben somit keine gemeinsamen Nullstellen. Die Nullstel-
len des Nenners heiflen Pole. Die Nullstellen und Pole beschreiben, bis auf einen konstanten Faktor,
vollstindig das Systemverhalten. Weil die Impulsantwort A(¢) die korrespondierende Zeitfunktion zur
Ubertragungsfunktion H (s) ist, heiBt sie auch natiirliche Antwort des Systems. Wir konnen die Pole
und Nullstellen nutzen, um das korresponierende Zeitverhalten zu berechnen. Die Pole bestimmen die
Klasse der Signale, die in der Implusantwort enthalten sind. Fiir einen Pol erster Ordnung,

1
s+o

H(s) =
zeigt Tabelle A.2, dass die Impulsantwort eine Exponentialfunktion ist.
h(t) =e

Beio > Oliegt der Pol bei s < 0, die Exponentialfunktion klingt ab, und wir sagen die Impulsantwort ist
stabil. Bei 6 < 0 liegt der Pol rechts vom Ursprung. Weil die Exponentialfunktion mit der Zeit wichst,
wird die Impulsantwort als instabil bezeichnet.

3.1.1 System 1. Ordnung (PT-Glied)

Y(s)=H(s)-U(s) = HLO_U(S)

mit k: Verstarkungsfaktor, 7 = 1/¢: Zeitkonstante

In dieser Vorlesung wird die Modellbildung nicht behandelt.

16



3.1 Bedeutung der Polstellenlage in der s-Ebene

o Impulsantwort:
’ 3.1
0.8 \\
0.6 [— Xr
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02 32
, \\
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Abbildung 3.1: System 1. Ordnung fiir = Anfangssteigung und Endwert:

k =t =1, [FPE15, Fig. 3.14]: 34

(a) Impulsantwort

(b) Impuls-, Sprungantwort

3.1.2 System 2. Ordnung, PT,-Glied

Komplexe Polpaare s = —o =+ jwy korrespondieren zum Nenner

35

Ubertragungsfunktionen mit komplexen Polen liegen hiufig in der Form

2

H(s) = 1 3 3.1
52+ 2w, s +

()

vor. Ein Koeffizientenvergleich ergibt

3.6

17



3 Polstellenlage

¢: Dampfungsfaktor, w,: natiirliche, ungeddmpfte Kreisfrequenz, w,: geddmpfte Eigenkreisfrequenz
Die Pole dieser Ubertragungsfunktion liegen somit auf einem Radius von e, in der s-Ebene mit ei-
nem Winkel von @ = arcsin §. Je kleiner der Winkel O ist, desto kleiner ist die Ddmpfung. (Bilder aus
([FPE1S5, Figure 3.18 und 3.20]))

Im(s) Im(s) Im(s) Im(s)

0= sin—‘g\ y\/
.\ 45° 30° 17.50/

> Re(s) Re(s) Re(s)
: >/ I Re(s)
L— T —» Wy
[
' l X X X
S £=0.707 =03

5 Parion Education, A R Reseees pyright ©2015 Pearson Education, All Rights Reserved

Mit Liicke 3.6 lisst sich die Ubertragungsfunktion schreiben als

3.7

Fiir die Impulsantwort ergibt sich aus der Korrespondenztabelle somit

Die Sprungantwort lédsst sich mit der Korrespondenz

berechnen. Abbildung 3.2 zeigt die Impuls- und Sprungantworten von Systemen 2. Ordnung mit kom-
plexen Polen, wobei die Zeit auf die ungeddmpfte Kreisfrequenz w, normalisiert wurde. Die geddmpfte
Eigenkreisfrequenz wq nimmt ab bei wachsendem Dampfungsmal ¢
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3.1 Bedeutung der Polstellenlage in der s-Ebene
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Abbildung 3.2: Zeitverhalten von Systemen 2. Ordnung in Abhéngigkeit von {: (a) Impulsantwort;
(b) Sprungantwort ([FPE15, Figure 3.19])
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3 Polstellenlage

3.1.3 Ubersicht Impulsantworten abhingig von der Polstellenlage

ATm(s)

Stable

RV

Unstable

-

RHP

LHP

Re(s)

h(t)

%

([FPEL15, Fig. 3.16])

Exponentiell abklingende Impulsantwort eines Sys-
tems 2. Ordnung ([FPE15, Figure 3.21]). Das Ab-
klingen ist bestimmt durch ¢ = w,,C.

—-0.6
—-038
—1
0 5 10 15 20 25 30
Time (sec)
3.2 KenngroBen im Zeitbereich
tP Mp
+1%
/ ~ Y S
1 / T e ———
09 [———— ~— f
0.1
1, t

Abbildung 3.3: KenngréBen im Zeitbereich, [FPE15, Figure 3.23]
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3.2 Kenngrofsen im Zeitbereich

t.  Steigzeit / Anregelzeit (rise time)

T

t,  Einschwingzeit (settling time)

S

M, Uberschwingweite (overshoot (peak - final value))

[ Anstiegszeit (peak time)

Wir leiten im Folgenden die Zeitbereichsgrofien 7,,, M, und 7, her, siche Abbildung 3.3.

2
1. Die Sprungantwort y(¢) mit u(z) = 1(¢) aus Y (s) = (“) U (s) mit o und w, als Parameter bestim-
a(s
men (siehe Liicke 3.6).
3.10

2. Anstiegszeit > 0 durch Nullsetzen der Ableitung )'z(tp) = 0 bestimmen. Ableitung y(¢):

3.11

(1) = 0:

3.12

3. Uberschwingweite Mp mit Hilfe des Zusammenhangs y(tp) =1+ Mp bestimmen:

21



3 Polstellenlage

3.13

4. Die 1 %-Einschwingzeit ¢, bestimmen, wobei wir zur Vereinfachung annehmen, dass y(f,) ein Ex-

tremum ist:
3.14

22



4 Erste Analyse des Regelkreises

Kap 4.2 iiberarbeiten!!

4.1 Die grundlegenden Regelungsgleichungen

Im Folgenden sammeln wir die Gleichungen und Ubertragungsfunktionen, die uns im Weiteren be-

schiftigen werden.

Steuerung (open loop) Aus Abbildung 4.1 bestimmen wir fiir die Steuerung die Ubertragungs-

funktion H(s), den Ausgang Y,(s) und den Fehler E(s):

4.1

R(s) Controller
D y(s)

U(s)

W(s)

s Reserves

Plant
G(s)

Y(s)

Abbildung 4.1: Steuerungssystem (open loop) mit der Referenz R, der Stellgroe U, der Stérung W
und dem Ausgang Y, [FPE15, Figure 4.1]

Regelung (closed loop) Aus Abbildung 4.2 bestimmen wir fiir den geschlossenen Regelkreis die
Ubertragungsfunktion H(s), den Ausgang Y, (s) und den Fehler oder Regelabweichung E(s):

42
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4 Erste Analyse des Regelkreises

W(s)
+
R(s) P Controller |U(s) + Plant ¥(s)
/ D(s) G(s)
+
+ 1%
< O
\2)

Abbildung 4.2: Einheitsregelkreis (closed loop), das heifit mit der Verstidrkung 1 in der Riickfiihrung,
mit der Referenz R, der StellgroBBe U, der Stoérung W, dem Ausgang Y und dem Sen-
sorrauschen V' [FPE1S5, Figure 4.2]

4.1.1 Stabilitat

Die Bedingung fiir Stabilitit ist einfach: alle Pole der Ubertragungsfunktion miissen in der linken Hal-
bebene (left half plane LHP) liegen. Mit einer Steuerung lasst sich ein System nicht stabilisieren! Be-
griindung:
43

Kiirzen eines instabilen Pols mit Nullstelle hilft nicht. Kleinste Storungen fiihren dann zur Instabilitét.
Bei einer Regelung berechnen sich die Pole der Ubertragungsfunktion aus der charakteristischen Glei-

chung des geschlossenen Regelkreises:
44

Dieses Polynom darf also nur Pole in der linken Halbebene haben. Fiir Polynome hoherer Ordnung gibt
es mehrere Verfahren, die es erlauben, dies ohne explizite Bestimmung der Pole festzustellen. Im Ka-
pitel 4.3 lernen wir eines davon kennen.

Beispiel. Die Ubertragungsfunktion fiir ein stehendes Pendel ist G(s) = ﬁ und damit gilt

4.5

Nehmen wir an, der Regler habe die Ubertragungsfunktion D, = %. Die charakteristische Glei-
chung fiir das System ist dann

24



4.1 Die grundlegenden Regelungsgleichungen

4.6

Unter welchen Bedingungen werden alle Losungen (Pole) dieser Gleichung in der linken Halbebene lie-
4.7
gen? Dieses Problem 16ste Routh. In unserem Fall gibt es die simple Losung H zu wihlen,

4.8
so dass sich die beiden stabilen Pole kiirzen. Dies ist in diesem Fall moglich, weil H ein

stabiler Pol ist. Es ergibt sich eine Gleichung zweiten Grades, die sich einfach 16sen ldsst, so dass die
verbleibenden beiden Pole beliebig platziert werden kdnnen.

Ubung. Bestimmen Sie K und 6 in Abhingigkeit von ¢ und ,, so dass die charakteristische Glei-
chung s + 2w, s + w> = O ist.

49

4.1.2 Stationares Verhalten

Hierzu betrachten wir die Systemantwort mit einem Sprung am Eingang r(t) = re(t) o R(s) = " und
N

der Storung w(t) = we(t) o— Wi(s) = Y fiirt - o beispielhaft fiir D(s) = kp und
s

und vergleichen Steuerung und Regelung miteinander.

e Steuerung, stationdre Abweichung e :

4.10

Eine Storung w # O fiihrt somit bei einer Steuerung unabhingig von der Wahl von kp immer zu
einer stationdren Abweichung e, ¢ # 0.

e Regelung, stationére Regelabweichung e ¢

4.11

Mit einer Regelung lisst sich somit bei geeigneter Wahl von kp die Auswirkung der Storung ver-
mindern.

25



4 Erste Analyse des Regelkreises

Vergleicht man Steuerung mit Regelung ergibt sich:

In diesem Beispiel reduziert die Regelung im Vergleich zur Steuerung die Auswirkung von
4.12

Storungen um einen Faktor

4.1.3 Festwertregelung

Der Regelausgang soll bei einer Festwertregelung (engl. ,, Regulation“) auch beim Einwirken von Sto-
rungen moglichst konstant bleiben.

Ubung. Zeigen Sie, falls w ein konstanter Bias (Storung) ist und wenn D, einen Pol bei s = 0 hat,

dann wird der stationédre Fehler aufgrund des Bias Null sein:
4.13

Falls jedoch G einen Pol im Ursprung hat, dann zeigen Sie, dass der Fehler aufgrund des Bias nicht Null
sein wird.

4.14

4.1.4 Folgeregelung

Beider Folgeregelung (engl. ,, Tracking “) soll der Ausgang dem Referenzeingang moglichst dicht folgen.

Ubung. Die Strecke G(s) =
C252+61S+CO
s(s+dy)
geschlossene Regelkreis die charakteristische Gleichung (s + 6)(s + 3)(s2 + 35 + 9) = 0 besitzt.

4.15

ey soll in einem Einheitsregelkreis mit der Regleriibertragungs-

funktion D (s) = geregelt werden. Bestimmen Sie die Parameter des Reglers, so dass der

26



4.2 Der klassische PID-Regler

Zeigen Sie, falls der Referenzeingang ein Sprung mit der Amplitude A ist, dann wird der stationére Feh-

ler zu Null.

4.16

4.2 Der klassische PID-Regler

Der klassische PID-Regler wurde urspriinglich durch Versuch und Irrtum entwickelt. Man begann mit
einer einfachen proportionalen Riickfithrung. Anschlieend stellten die Ingenieure schnell fest, dass mit
der Riickfiihrung des integrierten Fehlers der Bias eliminiert werden konnte. In vielen Fillen war dann
allerdings die Dynamik zu langsam, so dass ein ,,vorausschauender* Term basierend auf der Ableitung
hinzugefiigt wurde. Das Ergebnis wird PID-Regler genannt und hat die Ubertragungsfunktion

kI
D.(s) = kp + " + kps,

4.1)

wobei kp der Proportional-Term, k;/s der Integral-Term und ks der Ableitungs-Term ist.

Wir betrachten im Folgenden die Strecke

A

G(S) = 2 .
s° + as + a,

4.2)

die sich zum Beispiel fiir einen Motor mit nicht vernachlissigbarer Induktivitit ergibt. Der geschlossene
Regelkreis hat mit dem Regler D (.S) und idealem Sensor ohne Storung V' (s) = 0 die Ubertragungs-

funktion

AD_(s)R(s) + AW (s)

Y(s) =

4.2.1 Proportionale Regelung (P-Regler)

24 ays +a, + AD(S)

(4.3)

Beim P-Regler ist das Riickfiihrungs-Signal proportional zur Regelabweichung u(¢) = kpe(t). Das be-
deutet, dass die StellgroBe u(¢) unmittelbar von der Regelabweichung e(¢) abhiingt. Aus Gleichung 4.3

ergibt sich die charakteristische Gleichung zu

4.17

4.18

Es ldsst sich nur der konstante Term |

beeinflussen, der die natiirliche Frequenz be-

stimmt. Der Ddmpfungsterm lésst sich nicht beeinflussen, weil er unabhéngig von kp ist. Abbildung 4.3
zeigt fiir die Streckenparameter a; = 1.4, a, = 1 und A = 1 die Sprungantworten mit r = £(¢), kp = 1.5

und kp = 6.
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4 Erste Analyse des Regelkreises

12
1+r----_t——-——-— Y _:_r __________
k, =6
08
= o6 k,=15
0.4
0.2
0
0 2 4 6 8 10

Time (sec)
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Abbildung 4.3: Darstellung der stationdren Regelabweichung und der Wirkung von verschiedenen pro-
portionalen Verstarkungsfaktoren auf die Dampfung, [FPE15, Figure 4.7].

4.2.2 Integrale Regelung (I-Regler)
Beim I-Regler ist das Riickfithrungs-Signal proportional zum Integral der Regelabweichung
t
u(t) = kl/ e(r)dr 4.4)
To

Die Abbildung 4.4 zeigt, dass das Regelsignal u(?) zu jedem Zeitpunkt proportional zur Fldche unter
der Regelabweichung e(?)ist. Aus Gleichung(4.4) folgt die Ubertragungsfunktion des Reglers:

4.19

Der I-Regler hat bei konstanter Anregung (das bedeutet, fiir s = 0) also eine unendliche Verstirkung.
Der I-Regler hat den Vorteil, dass mit einem endlichen Wert fiir die Regelgroe der Fehler Null sein
kann. Der Grund ist, dass u(¢) eine Funktion aller vergangenen Werte von e(?) ist und nicht nur vom
aktuellen Wert abhéngt, wie der P-Regler.

Im Folgenden kliren wir die Frage, welche stationdren Werte sich fiir y(¢), e(¢) und u(¢) ergeben, wenn
das System mit dem Einheitssprung r(t) = &(¢) angeregt wird. Hierfiir bestimmen wir allgemein die
entsprechenden Ubertragungsfunktionen und dann die gesuchten stationidren Werte. Fiir E(s)/R(s) gilt
mit Liicke 4.2
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4.2 Der klassische PID-Regler

4.20
1
0.8
06 Area
0.4
= u(ty) =k, fct‘e(T) dr =k - area
0.2 \
0 I
I
|
0.2 :
I
|
—0.4 !
f 5 10 15 20
Time (sec)
Abbildung 4.4: Der I-Regler basiert auf der Historie der Regelabweichung, [FPE15, Figure 4.8]
Fiir Y (s)/R(s) gilt:
4.21
Fiir U (s)/R(s) gilt
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4 Erste Analyse des Regelkreises

422

Fiir die stationidren Werte der Sprungantwort, also dem Eingang r(¢) = (), R(s) = 1/s, ergibt sich mit
den gleichen Parametern wie im vorigen Kapitels 4.2.1, also a; = 1.4, a, = 1 und A = 1 und damit
G@0)=1:

423

Auswirkung der Storung W (s) auf Y (s) und U (S):

424

Abbildung 4.5 zeigt den Verlauf des Systemausgang sowie den Regelaufwand bei Anregung des Sys-
tems mit den Parametern a; = 1.4, a, = 1, A = 1 und dem Einheitssprung (7).

4.2.3 Differenzierende Regelung (D-Regler)

Der letzte Term des klassischen Reglers ist die differenzielle Riickfiihrung. Das Ziel ist es, sowohl
die Statibiltdt des geschlossenen Regelkreises zu verbessern, als auch das Einschwingverhalten zu be-
schleunigen und Uberschwingweite zu vermindern. Die Riickfiihrung ist proportional zur Anderung der
Regelabweichung: u(?) = é(t). Der D-Regler wird niemals allein genutzt, weil er bei konstantem e(?)
gleich Null ist und somit den Fehler nicht verringern kann. Ublicherweise erweitert er einen P- oder
PI-Regler.

Ein wichtiger Effekt des D-Anteils ist, dass er eine scharfe Antwort auf plotzlich dndernde Signale
gibt. Deswegen wird hadufig der D-Anteil in die Riickfithrung eingebaut, wie in Abbildung 4.6(a) gezeigt,
um eine iiberméBige Reaktion auf einen Sprung am Eingang zu vermeiden. Die charakteristische Glei-
chung des geschlossenen Regelkreises ist die gleiche, wie wenn der D-Anteil im Vorwértspfad — nach
Gleichung 4.1 und in Abbildung 4.6 — ist. Der Unterschied liegt in den Nullstellen: Wenn der D-Anteil
in der Riickfiihrung liegt, dann wird der Referenzeingang nicht abgeleitet, wodurch die unerwiinschte
Antwort auf plotzliche Anderungen herriihrt.
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4.2 Der klassische PID-Regler
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Abbildung 4.5: Illustration der Ausregelung von konstanten Storungen: (a) Ausgang; (b) Regelaufwand,
[FPE15, Figure 4.9]

4.2.4 Proportionale plus Integrale Regelung (Pl-Regler)
Man fiigt einen I-Anteil zum P-Regler dazu, um die stationédre Regelabweichung zu eliminieren. Das
ergibt dann die Regelgleichung fiir den PI-Regler
u(t) = kpe(t) + kI/ e(r)dr
To
4.2.5 PID-Regler

Alle drei Anteile zusammen ergeben den PID-Regler mit der Regelgleichung (4.1) im Bildbereich. Im
Zeitbereich ist sie somit

u(t) = kpe(r) + ky / e(t) dr + kpé(r)

)

Die Wirkung des PID-Reglers lésst sich mit der Strecke in Gleichung (4.2) zeigen. In diesem Fall folgt
fiir die charakteristische Gleichung 1 + GD, = 0:

31



4 Erste Analyse des Regelkreises

oY

(a)

R kp +g+sz G(s) oY

(b)

Copyright ©2015 Pearson Education, All Rights Reserved

Abbildung 4.6: Blockdiagramm des PID-Reglers: (a) mit dem D-Anteil in der Riickfiihrung; (b) mit
dem D-Anteil im Vorwirtspfad, [FPE15, Figure 4.10]

4.25

Der Punkt hier ist: Fiir ein System 2. Ordnung lassen sich mit den Parametern kp, ky und kp, alle Pole
des geschlossenen Regelkreises unabhéngig voneinander wihlen.

4.3 Stabilitatskriterium nach Routh / Hurwitz!

Das Problem ist die Bestimmung aller Wurzeln eines Polynoms. Polynome 3. und 4. Ordnung lassen sich
noch algebraisch 16sen, fiir Polynome hoherer Ordnung bewies Galois ca. 1830, dass keine allgemeine
Formel zur Losung existiert. Um die Stabilitit zu bestimmen, miissen die Pole des charakteristischen
Polynoms nicht bekannt sein, sondern nur, ob alle in der linken Halbebene liegen. Das lésst sich mit
der hier vorgestellten Methode von Routh (1874) oder der dquivalenten Methode von Hurwitz (1895)
feststellen.

ISiehe [FPEI15, Kapitel 3.6.1, 3.6.2, 3.6.3]
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4.3 Stabilitdtskriterium nach Routh / Hurwitz

Charakteristisches Polynom, so normiert, dass der Koeffizient fiir das Element hochster Ordnung
gleich eins ist:

P(s)=s"+a;s" ' +a,s" 2+ 4a, s+a, 4.5)

Notwendige Bedingung fiir Stabilitét: a; > 0
Begriindung:

4.26

Diese Bedingung ist notwendig, aber nicht hinreichend, es gibt also Systeme, die die Bedingung erfiillen
und trotzdem Pole in der rechten Halbebene haben. Routh hat folgendes Tableau zur Beurteilung der

Stabilitdt entwickelt:
1
det %
a1 43 aia; — a3

bl = — =
a; a;
1 a
det( 4>
ap 4s aa, — as
bz = - =
a gl
n "1 a a 1
n—1 2 4 det 6
n—1 s a, az as - a, ay ajag — a;
-2 b, = — =
n—2 Sn bl b2 b3 e 3 a a
n—3 5" ¢ ¢ c5 - mit
a, a
: : Poor det <b1 b3> 5 5
2 s2 % ox ¢ =— VA L B )
1 Sl bl bl
0 SO det a; as
by b3 byas — a,b;
Cy = — =
by by
a, a
det (1 77
<b1 by bja; —a b,
C3 = — =

Routh’s Stabilititskriterium:

o Alle Wurzeln eines Polynoms sind dann und nur dann in der offenen LHE, wenn alle Elemente
der ersten Spalte positiv sind.

e Die Anzahl der Wurzeln in der geschlossenen RHE ist gleich der Anzahl der Vorzeicheninderun-
gen in der ersten Spalte.

e Wenn das erste Element einer Zeile null ist, ersetze das Element durch ¢ > 0 und setze fort.
Wende das Stabilitdtskriterium an fiir e — 0,
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4 Erste Analyse des Regelkreises

Beispiel

Das Polynom
S +35 +25° + 652 +65+9

erfiillt die notwendige Bedingung a; > 0. Wieviele Pole liegen in der geschlossenen RHE? Losung mit
Hilfe des Routh-Tableaus:

427

Das Polynom hat somit zwei Wurzeln in der geschlossenen RHE, weil es in der ersten Spalte zwei Vor-
zeichenwechsel gibt.
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5 Wourzelortskurve

5.1 Wurzelortskurve eines elementaren Regelungssystems

Das Wurzelortskurvenverfahren beantwortet nicht nur die Frage nach der Stabilitit des geschlossenen
Regelkreises, sondern gestattet dariiber hinaus die Ermittlung der Lage aller Pole des geschlossenen
Kreises, und zwar in Abhiingigkeit von einem reellen Parameter.

Wir beginnen mit dem elementaren Regelungssystem, das Abbildung 5.1 zeigt.

w
N Controller £ Plant
U

R ) oY

\ D(s) N G(s)

+
Chror
+
Sensor
H(s)

Copyright ©2015 Pearson Education, All Rights Reserved

Abbildung 5.1: Blockdiagramm eines elementaren Regelungssystems, [FPE15, Figure 5.1]

Fiir dieses System ist die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises

5.1

Die charakteristische Gleichung, deren Losungen die Pole dieser Ubertragungsfunktion sind, ist

Die Pole dieser Gleichung mochten wir in Abhéngigkeit von Parameteréinderungen betrachten. Dazu

bringen wir die Gleichung in polynomiale Form und wiéhlen den interessierenden Parameter aus, den

wir K nennen. Wir gehen davon aus, dass wir Komponenten-Polynome a(s) und b(s) definieren kdnnen,

so dass das charakterisgi(s)che Polynom in der Form a(s) + Kb(s) ist. Wir definieren dann die Ubertra-
S

gungsfunktion L(s) = a6’ S° dass die charakteristische Gleichung geschrieben werden kann als!

53

'Im haufigsten Fall ist L(s) die ﬁbertragungsfunktion des aufgeschnittenen Einheits-Regelkreises (H(s) = 1) und K die
Verstirkung der Kombination von Regler und Strecke. Allerdings ist die Wurzelortskurve eine allgemeine Methode, die
zur Untersuchung von beliebigen Polynomen und beliebigen Paramtern geeignet ist, die in die Form in Liicke 5.3 gebracht
werden konnen.
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5 Wurzelortskurve

Der Graph aller moglichen Losungen der Gleichung in Liicke 5.3 heifit Wurzelortskurve. Wir gehen da-
von aus, dass die Ubertragungsfunktion L(s) eine rationale Funktion ist, deren Zihler ein monisches
Polynom b(s) vom Grad m und deren Nenner ein monisches Polynom a(s) vom Grad » ist, so dass
n > m. Das bedeutet, m = Anzahl der Nullstellen und » = Anzahl der Pole. Diese Polynome kénnen

wir faktorisieren als

54

Hilfreich fiir die weiteren Betrachtungen werden die folgenden drei dquivalenten Gleichungen sein, die

alle dieselben Wurzeln wie die Gleichung in Liicke 5.3 haben:

5.5

Aus

58

Liicke 5.4 und 5.3 folgt

Die komplexe Gleichung in Liicke 5.8 ldsst sich in zwei reelle Gleichungen zerlegen; nimlich in die Be-

tragsbedingung

59

5.10

in die

Phasenbedingung: Aus Liicke 5.7 folgt

mit y;

und ¢;

(s —

Die Phasenbedingung enthélt den Parameter K nicht. Die Menge der Losungen in Liicke 5.10 ist in der
s-Ebene die im Allgemeinen aus mehreren Zweigen bestehende Wurzelortskurve. Diese ldsst sich somit

“Monisch bedeutet, dass der Koeffizient des s mit dem groften Exponenten 1 ist.
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5.1 Wurzelortskurve eines elementaren Regelungssystems

auch wie folgt definieren:

Die Gesamtheit aller komplexen Zahlen s, die die Phasenbedingung in Liicke 5.10 erfiil-
len, heilit Wurzelortskurve. Jedem Punkt der WOK wird durch die Betragsbedingung in
Liicke 5.9 ein Wert des Parameters K zugeordnet.

Anschaulich formuliert besteht die Wurzelortskurve aus mehreren Zweigen in der s-Ebene, 1dngs denen
die Wurzeln der charakteristischen Gleichung in Liicke 5.3 wandern, wenn man den Parameter K stetig
von 0 bis oo variiert. Darum gilt auch

Die Wurzelortskurve ist der geometrische Ort aller Pole des geschlossenen Regelkreises.

Der Parameter K ist in der Regel ein Verstdrkungsfaktor (oder eine proportionale Grof3e). Es lassen sich
aber auch andere Grof3en zu Parametern von Wurzelortskurven machen. Wesentlich ist nur, dass K reell
ist.

5.1.1 Beispiel: Wurzelortskurve fiir eine Motor-Positionsregelung bestimmen [FPE15,
Example 5.1]

Die normalisierte Ubertragungsfunktion Spannung ¥ -zu-Position ©,, eines Gleichstrommotors ist

On(s) Y A
V(is) U(s) s(s+ec)

Bestimmen Sie die die Wurzelortskurve der Pole des Regelkreises, der sich ergibt, wenn Sie den Aus-
gang O, in Abhiingigkeit vom Parameter A gemaf Abbildung 5.1 zuriickfiihren, wobei D.(s) = H(s) =
lund ¢ =1 sei.

Losung. In Form unserer Notation sind die Werte
5.11

Aus Liicke 5.6: Die Wurzelortskurve ist der Graph der Wurzeln der quadratischen Gleichung

5.12

Die Losung der quadratischen Gleichung ist

5.13

Abbildung 5.2 zeigt die Wurzelortskurve. Fiir 0 < K < ' sind die Wurzeln zwischen —1 und 0. Bei
K = ' sind zwei Wurzel bei —'4 und fiir K > 4 werden die Wurzeln Komplex mit einem konstanten
Realteil bei —'~ und Imaginirteilen, die im Wesentlichen proportional zur Quadratwurzel von K sind.
Die gestrichelten Linien in Abbildung 5.2 korrespondieren zu Wurzeln mit einem Dampfungsmall von
¢ =0.5. Die Pole von L(s) bei s = 0 und s = —1 sind mit dem Symbol X und die Punkte, wo die WOK
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5 Wurzelortskurve

die gestrichelten Linien kreuzt sind mit Punkten () markiert. Wir konnen K an dem Kreuzungspunkt
berechnen, weil wir wissen, dass wenn ¢ = 0.5 ist, dann ist @ = 30 ° und der Betrag des Imaginérteils

istdastan30° = \/g-fache des Realteils. Weil der Betrag des Realteils !4 ist, ergibt sich aus Liicke 5.13

5.14

1.5
A<
~6=sin"' {=30°
1 o
Z 05
-
g 0 e ———x
E
E —05 i
[ ]
—1
—123 ~1 0 1 2
, Real axis
Abbildung 5.2: Wurzelortskurve fiir L(s) = ( :_ D’ [FPE15, Figure 5.2]
s(s

Fazit. Wir konnen verschiedene Eigenschaften dieser einfachen Wurzelortskurve beobachten.
1. Es gibt zwei Wurzeln und damit zwei Wurzelorte, die wir Zweige der Wurzelortskurve nennen.
2. Bei K = 0 beginnen diese Zweige bei den Polen von L(s) (die bei 0 und —1 liegen).

3. Bei VergroBern von K wandern die Wurzeln aufeinander zu, verschmelzen im Verzweigungspunkt
(engl. breakaway point) —'/ und zweigen in diesem Punkt von der Realteil-Achse ab.

4. Nach dem Verzweigungspunkt bewegen sich die Wurzeln Richtung +joo mit gleichem Realteil,
so dass die Summe der beiden Pole immer —1 ergibt.

Wenn es Punkte auf der Wurzelortskurve gibt, die zu einem befriedigenden Einschwingverhalten korre-
spondieren, konnen wir die Reglerdesignaufgabe abschlieen, indem wir den korrespondieren Wert fiir
K wihlen. Andernfalls miissen wir einen komplexeren Regler in Betracht ziehen. Wie bereits erwzhnt
lasst sich die WOK-Methode auf beliebige Parameter anwenden, die linear in die charakteristische Glei-
chung eingehen.

5.1.2 Beispiel: Wurzelortskurve beziiglich eines Strecken-Pols [FPE15, Example 5.2]
Wir nehmen wieder die Strecke der vorherigen Aufgabe, wieder mit D (s) = H(s) = 1, nur diesmal sei

A = 1 und c der interessierende Parameter in der charakteristischen Gleichung 1+G(s) = 1+ - (sl+c) =0

ergibt. Bestimmen Sie die Wurzelortskurve in Abhéngigkeit von c.
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5.1 Wurzelortskurve eines elementaren Regelungssystems

Losung Die korrespondierende charakteristische Gleichung in polynomialer Form ist

Sie lasst sich direkt verwenden, wenn wir die Gleichung mit folgenden Definitionen umstellen:

Damit ist die Wurzelortskurve-Form der charakteristischen Gleichung

5.17

Die quadratische Gleichung ldsst sich wieder leicht 16sen:

5.18

Abbildung 5.3 zeigt die Wurzelortskurve, wobei die Pole wieder durch X-e und die die Nullstelle durch
einen Kreis (O) markiert sind. Fiir ¢ = 0 sind die X-e auf der imaginédren Achse und die Systemantwort
wire oszillatorisch. Das Didmpfungsmal} ¢ wichst mit wachsendem c. Bei ¢ = 1 sind zwei Wurzeln bei
s = —1, wo die beiden Zweige abrupt die Richtung wechseln und sich in entgegengesetzten Richtun-
gen entlang der realen Achse bewegen. Dieser Punkt, wo zwei oder mehr Wurzeln in die reale Achse
zusammenkommen, heiflt im Deutschen ebenfalls Verzweigungspunkt (engl. break-in point).

1.5

1 =

0.5 /7

0 < l\
—-0.5 \
-1 ¢

155 —1 0 1 2

Real axis

Copyright £2015 Pearson Educaton, Al Rights Reserved

Imaginary axis

Abbildung 5.3: Wurzelortskurve beziiglich ¢ fiir 1 + G(s) = 1 + ﬁ, [FPE15, Figure 5.3]

Fazit. Die berechnung der Wurzelortskurve fiir quadratische Gleichungen ist einfach. Fiir charakteris-
tische Gleichungen hoherer Ordnung lisst sie sich mit den Konstruktionsregeln des folgenden Kapitels
konstruieren.
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5 Wurzelortskurve

5.2 Konstruktionsregeln fiir Wurzelortskurven

Zwar lassen sich bei Systemen hoherer Ordnung die Wurzelortskurven im Allgemeinen nicht exakt
analytisch ermitteln, jedoch gibt es eine Reihe wichtiger Eigenschaften und Kenngrofen der Wurzel-
ortskurven, deren Kenntnis ein guter Anhaltspunkt fiir eine Skizze des prinzipiellen Verlaufs der Wur-
zelortskurven darstellt. Im Folgenden wird von realisierbaren Systemen, also n > m, ausgegangen. Die
Regeln werden wir erldutern, indem wir die ersten vier Regeln beispielhaft auf

1

und die weiteren Regeln auf das Beispiel in Kapitel 5.1.2 anwenden.

REeGeL 1 Die n Zweige der Wurzelortskurve beginnen in den Polen von L(s) und m dieser Zweige en-
5.19

den in den Nullstellen von L(s). Aus Liicke 5.6 folgt mit K = 0 i Die Pole s = p;

(i = 1,2,...,n) sind also die Anfangspunkte der Wurzelortskurve. Wenn K gegen Unendlich geht,
muss s eine von folgenden Bedingungen erfiillen:

5.20

Die Nullstellen s = z; (i = 1,2, ... ,m) sind also m Endpunkte der WOK. Aullerdem laufen n—m Zweige
der WOK zum unendlich fernen Punkt, siehe REGEL 3. (Der Punkt s = oo ist eine n — m-fache Nullstelle
von K L(s). Nach dieser Definition hat K L(s) ebensoviele Nullstellen wie Pole.)

REeGEeL 2 Ein Punkt der reellen Achse ist genau dann ein Punkt der Wurzelortskurve, wenn die Summe aller
reellen Nullstellen und Pole des offenen Kreises, die rechts vom betrachteten Punkt liegen, ungerade
1st.

Betrachten wir einen reellen Testpunkt, wie zum Beispiel / &

5o in nebenstehender Abbildung, dann sehen wir, dass die \
Winkel von konjugiert komplexen Pol- oder Nullstellen- 2
paaren auf der linken Seite der Phasenbedingung in Lii-
cke 5.10 sich paarweise kompensieren. Die Winkel von
reellen Polen und Nullstellen sind Null, wenn der Test-
punkt s, rechts und 180 ° wenn der Testpunkt links von — _,
reellen Polen und Nullstellen liegt. Damit sich in Sum- {
me der erforderliche Winkel 180 ° + 360 °(/ — 1) (siehe ¢,

Liicke 5.10) ergibt, muss also der Testpunkt links von ei-
ner ungeraden Anzahl von reellen Polen und Nullstellen

liegen. [FPE1S5, Figure 5.5]

4

Imaginary axis

: >.s0
-

-8 —6 — -2 0

Real axis

N}

ReceL 3 Fiir groe s und K haben n — m Zweige Asymptoten mit den Winkeln ¢, die sternformig von
dem Polschwerpunkt s = a auf der reellen Achse ausgehen:

_180°4360°¢ -1 ,_ .

0%

—m

2P~ Xz

n—m
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5.2 Konstruktionsregeln fiir Wurzelortskurven

Herleitung siehe Anhang A.2 und [FPE15, Kapitel 5.2.1]. Fiir Gleichung 5.1 ergibt sich

521

Die Asymptoten bei +60 ° sind in Abbildung 5.4 gestrichelt dargestellt. Beachten Sie, dass die Asym-

ptoten die imaginidre Achse bei i2.67j\/§ = —4.62j schneiden. Die Asymptote bei 180 ° haben wir
bereits mit REGEL 2 gefunden.

6
/
4 % /
, /
] 2 /
3 /
= /
S 0
[=}
5 \\
E -2 <
\
—4 ¢ N
\
-6
=10 -5 0 5

Real axis

Abbildung 5.4: Die Asymptoten sind » — m radiale Linien, ausgehend von a mit gleichen Winkeln zur
jeweils benachbarten Asysmptote, [FPE15, Figure 5.6].

REGEL 4 g Zweige beginnen in g-fachen Polen unter den Winkeln

G brneg = QWi— D, ¢ —180°=360°(£—1).£=1,...q
i#¢,beg

und g Zweige enden in g-fachen Nullstellen unter den Winkeln

4 Vrena= D b= D wi+180°+360°(¢ —1),£=1,...q
i#¢,end

Herleitung siehe [FPE15, Kap. 5.2.1.]Diese Regel kommt von der Phasenbedingung in Liicke 5.10. Um
den Winkel zu berechnen, unter dem ein Zweig aus dem Pol startet, betrachten wir einen Testpunkt
s auf der Wurzelortskurve ganz nahe beim fraglichen Pol, definieren den Winkel von diesem Pol zum
Testpunkt als ¢; und stellen die Phasenbedingung um, so dass die restlichen Terme auf der rechten Seite
sind. Wir nehmen einen Testpunkt s in der Néhe des Pols bei —4 + 4j unseres Beispiels und berechnen
den Winkel von L(sg). Die Situation ist in Abbildung 5.5 dargestellt. Wir definieren den Winkel von
—4 + 4j zum Testpunkt als ¢. Wir wihlen den Testpunkt nahe genung zum Pol, so dass die Winkel
¢, und ¢5 zum Testpunkt als gleich angenommen werden konnen wie zum Pol. Das bedeutet, dass sich

41



5 Wurzelortskurve

¢, =90°, ¢3 = 135° und ¢, aus der Phasenbedingung berechnen lassen. Somit folgt

522

Wegen der konjugiert komplexen Symmetrie der Graphen ist der Startwinkel des Zweiges beim Pol
—4 —j +45 °. Die Regeln bis hierher geniigen, um die vollstindige Wurzelortskurve fiir das Beispiel zu

0 N
S

[
4 Pole 2 |\ \:\\
2

5 \<\¢3
g 0 X
‘go Pole 3
E -2
'\¢>2
—4
Pole 1
-6
—10 -5 0 5

Real axis

Abbildung 5.5: Die Start- und Endwinkel lassen sich bestimmen, indem man die nahe Umgebung eines
Pols oder einer Nullstelle betrachtet, [FPE15, Figure 5.7].

zeichnen, siehe Abbildung 5.6. Wie man sehen kann, besitzt die Wurzelortskurve keine Verzweigungs-
punkte, die sich mit den folgenden beiden Regeln bestimmen lassen.

6 7
4 >/\_//
2
s 0
]
E 2
/N \
-6 LN
—10 =5 0 5

Real axis

Copyright 2015 pea s Reserved

Abbildung 5.6: Wurzelortskurve fiir Gleichung (5.1), [FPE1S5, Figure 5.8]

REeGEL 5 Die g Zweige der Wok néhern sich einem g-fachen Verzweigungspunkt separiert durch Winkel
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5.2 Konstruktionsregeln fiir Wurzelortskurven

von

180°+360°(Z — 1) /
q b

=12,...,q
und verlassen den Punkt mit der gleichen Separation. Es ergibt sich ein Feld von 2q gleichverteilten
Strahlen, die jeweils einen Winkel von

180°
q

zueinander haben. Herleitung siehe [FPE15, Kap. 5.2.1]. Fiir das Beispiel in Abbildung 5.3 ist ¢ = 2
und die Winkel zwischen benachbarten Kurvenstiicken somit 90 °©

REeGeL 6 Die (von den Polen und Nullstellen verschiedenen) Verzweigungspunkte sind g > 2-fache Null-
stellen (s + r;)? der charakteristischen Gleichung. Es gilt also

523

Fiir die Ableitung ergibt sich mit der Quotientenregel

524

Fiir die Ableitungen a’(s) und b’(s) lésst sich die Produktregel

k k

d
55 (6= A0 = &) (s = 4) = D II6- 4
=
=
anwenden, so dass sie sich in Liicke 5.24 kiirzen lassen. Es ergibt sich damit die allgemeine Gleichung

zur Berechnung der Verzweigungspunkte:
5.25

Ist s, = 0, +jw, komplex, so ist auch die konjugiert komplexe Zahl s, , | = 5§, = 6, —jw, eine kritische
Stelle. Aus den beiden zugehorigen Partialbriichen ergibt sich dann
5.26
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5 Wurzelortskurve

Fiir eine konjugiert komplexe kritische Stelle auf der imaginédren Achse mit w; # 0 und o; = 0 folgt
aus Liicke 5.26 der Term

527

Fiir w; = 0 geht Liicke 5.26 in Liicke 5.25 iiber. Fiir das Beispiel in Kapitel 5.1.2 ergibt das somit

5.28

Der Verzweigungspunkt muss auf der Wurzelortskurve liegen, daraus folgt schlieBklich

529

ReceL 7 WOK verlaufen stets symmetrisch zur o-Achse, weil alle Wurzeln reell sind, oder konjugiert kom-
plexe Paare bilden.

Das Wurzelortskurvenverfahren leistet mehr als die bisher behandelten Stabilitdtsverfahren. Auller
der Beantwortung der Stabilitétsfrage (fiir alle Parameterwerte von K!) liefert es — ebenfalls fiir alle K —
die Lage der Pole und gestattet damit eine Abschitzung des Ubertragungsverhaltens des geschlossenen
Regelkreises. Das Wurzelortskurvenverfahren ist damit ein wertvolles Hilfsmittel bei der Synthese von
Regelkreisen.
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6 Bode-Diagramm

6.1 Frequenzgang

Stationdre Antwort eines linearen Systems auf sinusformigen Eingang.
Euler: A coswt = %(ei“” + eTion

Eingang: u = ¢/ und u = e
Berechnung der Antwort durch Faltung und Superposition:
6.1

Das Ergebnis beinhaltet also die komplexe Ubertragungsfunktion H (j), die auch in polarer Form mit
Betrag und Phase als H (jw) = M (w)e'?®), oder einfach H = Me'® dargestellt werden kann. Mit dieser
Substitution folgt

6.2

Der Frequenzgang lésst sich auf zwei Arten graphisch darstellen:
e Als Betrag und Phase in Abhéngigkeit von @ = Bode-Diagramm, behandeln wir im Folgenden.

e In der komplexen Ebene = Nyquist-Diagramm, wird in dieser Vorlesung nicht behandelt.
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6 Bode-Diagramm

MATLAB®—Beispiel fiir Bode-Plot von H(s) = " mito = 1:
s+o
k=1;
numH=1; % Zahler
denH=[1 k]; % Nenner

sysH=tf (numH,denH) 7 Definition der U-Funktion
w=logspace(-2,2); % 50 Frequenzwerte von 107-2 bis 1072

bode (sysH,w) ; % Bode-Plot erzeugen
grid % Gitter
0 asan
=)
=
2 -20
=
k=i
=1)]
§ —-40
0 =]
I
)
[}
=
o —45
&
=
[a®
-90 e

1072 107! 10° 10! 102

6.2 Vorziige des Bode-Diagramms

Wie bereits erwihnt gibt es die beiden Darstellungsformen des Frequenzgangs als Nyquist-Diagramm
in der komplexen Ebene (in dieser Vorlesung nicht behandelt), oder als Bode-Diagramm mit Betrag
oder Amplitude1 (Magnitude) A(w) = |G(jw)| und Phasenwinkel ¢(w) = £{G(jw)} in Abhingigkeit
von der Frequenz. Charakteristisch fiir das Bode-Diagramm ist, dass

1. die Abszissenachsen (w-Achsen) sowie die |G(jw)|-Achse logarithmisch und

2. die @(w)-Achse linear geteilt sind.

Es wird also log A iiber log w und ¢ iiber log w aufgetragen. Diese Art der Darstellung des Frequenz-
gangs hat folgende Vorziige:

a) Vereinfachte Berechnung des Produkts zweier, oder mehrerer, Frequenzgénge. Begriindung: Aus
G(jw) = G|(jw)G,(jw) folgt

6.3

! Betrag und Amplitude werden in diesem Zusammenhang synonym verwendet.
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6.3 Elementare Ubertragungsglieder

Somit brauchen bei der Bildung des Gesamtfrequenzganges nur Strecken addiert zu werden, so-
wohl bei A(w) als auch bei @(w).

b) Vereinfachung der Inversion (=Kehrwertbildung) eines Frequenzgangs. Wegen
6.4

und
6.5

brauchen die Kurven A(w) und @(w@) nur an den Achsen log A = 0 bzw. ¢ = 0 gespiegelt zu wer-
den.

c) Infolge der gewihlten Achsenteilungen (doppelt-logarithmisch beziehungsweise einfach-loga-
rithmisch) kann die Kurve A(w) in guter Ndherung durch einen Streckenzug und @(w) durch eine
Treppenkurve dargestellt werden.

d) Bei einer wichtigen Klasse zeitinvarianter linearer Systeme, den sogenannten Phasenminimum-
systemen besteht ein eindeutiger Zusammenhang zwischen Amplituden- und Phasengang. Hier
lasst sich (@) aus A(w) berechnen, so dass man sich bei der messtechnischen Ermittlung des
Frequenzganges auf A(w) beschrinken kann.?

Dezibel. Die logarithmische Betragsgang-Achse lédsst sich mit 10er-Potenzen oder in der Einheit De-
zibel (Einheitszeichen dB, 10 dB = 1 Bel) beschriften. In Dezibel wird der quadrierte Betrag abgetragen,

das bedeutet fiir die Umrechnung von linear in Dezibel:
6.6

6.3 Elementare Ubertragungsglieder

6.3.1 PT,-Glied

Die Behauptung c) zeigen wir im Folgenden schrittweise. Zunéchst wird dazu ein PT-Glied betrachtet:

. 1
G(jw) = Ko- o (6.1)

Dabei heifit g = o aus spiter ersichtlichen Griinden Eckfrequenz.
Aus Gleichung 6.1 folgt fiir Amplitude und Phase

6.7

Aus folgenden drei Fillen lassen sich die Anfangs- und Endasymptote sowie deren Schnittpunkt berech-
nen:

Diese Eigenschaft ist natiirlich keine Folge der speziellen Achsenteilung.
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6 Bode-Diagramm

1. Anfangsasymptote:
6.8

2. Endasymptote:
6.9

log A(w) hat also die Steigung —1 bzw. 20 log A(w)dB die Steigung —20dB

3. Schnittpunkt der beiden Asymptoten von A(w):
6.10

4. Exakte Funktionswerte fiir @ = wg:
6.11

5. Steigung des Phasengangs im Punkt @ = wg: Die logarithmische Teilung bedeutet fiir die Ab-

szisse x = logw = w = 10*. Somit ergibt sich
6.12

6. Schnittpunkt der Tangente in @(wg) mit den beiden Asymptoten.
6.13

Mit Hilfe der Asymptoten und den Werten fiir @ = wg lésst sich das Bode-Diagramm leicht skizzieren.
Im Bode-Diagramm wird iiblicherweise der Amplitudengang in deziBel, also |G| = 20log |G(jw|
aufgetragen. Beispiel fiir K = 100 und wg = o = 1057}
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6.3 Elementare Ubertragungsglieder

6.3.2 PD;-Glied

Als zweites Beispiel betrachten wir ein ideales PD-Glied:
G(jo) = K(o + jo), wg = 0

Abgesehen von der Konstanten K ist der Verlauf des Frequenzgangs des PD-Glieds invers zum Fre-
quenzgang des PT-Glieds. Man erhilt die entsprechenden Kurven durch Spiegelung, falls die Eck-
frequenz wg in beiden Fillen gleich ist. Mit den Zahlenwerten K = 100 und g = 10 muss die A(w)-
Kurve an der Geraden 20 log A(w)dB = 20 dB und die ¢(w)-Kurve an der Geraden g(w) = 0 gespiegelt
werden.

Somit ist man jetzt in der Lage, Bode-Diagramme fiir beliebige rationale Frequenzginge zu konstru-
ieren, wenn die zugehorige Ubertragungsfunktion nur reelle Nullstellen und Pole besitzt.

6.3.3 PT,-Glied

Um Bode-Diagramme fiir alle rationalen Ubertragungsfunktionen beziehungsweise Frequenzginge
zeichnen zu konnen, muss noch der Fall konjugiert komplexer Pole oder Nullstellen untersucht wer-
den. Dazu wird ein schwingungsfihiges PT, -Glied betrachtet:

K
2

Gljw) = 1202 ;
Jfo* + 2w, jo + oy

wobei || < 1

Aus
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6 Bode-Diagramm

lassen sich folgende Grengzfille entnehmen:

a) Anfangsasymptote: @” < a)ﬁ
6.15

b) Endasymptote: w? > a)ﬁ
6.16

20log A(w)dB hat hier demnach die Steigung —40dB.

¢) Schnittpunkt der Asymptoten von A(w)

6.17

d) Exakte Funktionswerte fiir ® = wg
6.18

Beispiel fiir K = 100, { = 0.05, o, = 0.1:
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6.3 Elementare Ubertragungsglieder

6.3.4 Reine D- und I-Glieder

Jetzt fehlen nur noch reine D- und I-Glieder erster oder hoherer Ordnung:
G(jw) = K(jo)"

Es gilt

6.19

Somit ist
6.20

6.3.5 Totzeit-Glied

Die Laplace-Transformiertq einer reinen Totzeit ist (siehe Verschiebungssatz in Tabelle A.1 ist G(s) =
e~T, somit gilt G(jw) = e T, Es gilt
6.21

\
|
Die Phase ist also proportional zur Frequenz. Abbildung 6.1 zeigt den Phasengang einer reinen Totzeit.
Die Phasenverzogerung ist grofer als 270 ° fiir wT; > Srad. Das bedeutet, dass es praktisch unmoglich
wire, ein System zu stabilisieren (oder eine positive Phasenreserve zu erreichen), wenn die Durchtritts-
kreisfrequenz grofer als @ = 4 ist, fiir Frequenzen oberhalb von @ = 3k, wire es schwierig. Diese
Eigenschaften beschridnken die erreichbare Bandbreite jedes Systems mit einer Totzeit.
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00
-
~90° N

—450°
75400 ‘A
\
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\

Abbildung 6.1: Phasenverzdgerung bei reiner Totzeit.

6.4 Zusammenfassung der Bode-Diagramm-Regeln

52

4. Berechnen Sie die Startamplitude

1. Faktorisieren Sie die Ubertragungsfunktion G(s):

G(s)=c-5" - G(5) - Gy(s) - ... - Gi(s) e s

G;Es)
mitc eR,reZ, keNy,, T; eR
Dabei konnen die einzelnen Teilsysteme G,(s) die folgenden Formen annehmen:
G.(s)=(s+o0yp) reelle Nullstelle mit der Eckfrequenz wg , = |of|

Gy(s) = (s> +2¢ 1O oS + a)ﬁ ») konj. komplexes Nullstellenpaar mit der Eckfreq. wg , = |a)nf|

Gy(s) = 1 reelle Polstelle mit der Eckfrequenz wg , = |0'f|
(S + O'f) ’

Gy(s) = ! >— konjugiert komplexes Polpaar mit der Eckfreq. wg , = |a)n’f|
(524 28,0, 05 + w. )

Bei Pol-/Nullstellenpaaren muss |Cf| < 1 gelten, ansonsten liegen zwei reelle Pole/Nullstellen
Vor.

. Sortieren Sie die Teilsysteme G ,(s) nach aufsteigenden Eckfrequenzen wg ,. Diese Eckfrequen-

zen sind stets positiv. Weil Pole und Nullstellen das Bodediagramm fiir Frequenzen unterhalb
ihrer Eckfrequenz nicht beeinflussen (zumindest nicht in der hier dargestellten Approximation),
lasst sich dadurch das Bode-Diagramm von links nach rechts zeichnen. Die Zeichenregeln geben
dann an, wie sich Phasen- und Amplitudengang bei jeder Eckfrequenz veriandern.

. Bestimmen Sie die niedrigste Eckfrequenz w;, = wg ;, sie wird als Startfrequenz bezeichnet.

Wenn keine G, existieren (k = 0), kdnnen Sie w,;,, > 0 beliebig wihlen.

min
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6.4 Zusammenfassung der Bode-Diagramm-Regeln

5. Zeichnen Sie vom Startpunkt aus zunéchst eine Gerade riickwirts, das heiflt nach links, mit einer
Steigung von 7 - 209%B/bekade

6. Zeichnen Sie vom Startpunkt aus Geradenstiicke vorwérts, das heilit nach rechts, wobei bei jeder
Eckfrequenz wg ;, einschlieBlich der kleinsten Eckfrequenz w,,;,, der Amplitudengang abknickt:
G,(s)=(s+o0y) Knick um +209%/bekade

Gy(s) = (s> + 20w, 45 + @7 ;) Knick um +40%herae

G,(s) = Knick um —20%/bexade

Gf(S) = Knick um —40%B/bekade
(S2 + 2wan,fs + C()n’f)

Das Totzeitglied e~’+* beeinflusst den Amplitudengang nicht. Der Verstirkungsfaktor ¢ wurde
bereits durch die Berechnung des Startpunkts beriicksichtigt.
Schreiben Sie an alle Geradensegmente die jeweilige Steigung (zum Beispiel —209%/bekade ) und
markieren Sie die Eckfrequenzen.

7. Fiir Terme erster Ordnung erhoht / erniedrigt sich der Amplitudengang gegeniiber der Asymptote

an der Eckfrequenz um den konstaten Wert
6.23
\

fiir Terme im Zdhler / Nenner. Fiir Terme zweiter Ordnung ist die Resonanz-Spitze / Tal an der
Eckfrequenz abhingig von ¢:

6.24

8. Zeichnen Sie die Niedrig-Frequzenz Asymptote des Phasengangs. Links von der Startfrequenz

Wi betrigt die Phase
r-90° wenn ¢ - G*(0) > 0
(0) = y
—180°+r-90° wennc-G*(0) <0

AnschlieBend dndert sich die Phase an jeder Eckfrequenz w;, einschlieBllich w,;,, wie folgt:

'min>
G,(s)=(s+o0p) Sprung um +90° - sign(n;)
Gy(s) = (s> +2L,w, 45 + @w? ;) Sprung um +180° - sign(D;m;)

G,(s) = Sprung um —90° - sign(p;)

(S + O'f)
1
(s2+ 2Cfa)nfs + a)ﬁf)

Gy(s) = Sprung um —180° - sign(D;q;)

Falls ein ungeddmpftes Polpaar auftritt, das heiBit {, = 0 ist, tritt eine Singularitit auf. Dann
konnen Sie beliebig sign(0) = 1 oder sign(0) = —1 ansetzen. Treten Zeitverzogerungen e 1+ mit
T, # 0 auf, so sind diese Zeichenregeln fiir den Phasengang nicht anwendbar. Den Phasengang
miissen Sie dann stets mit Hilfe von Stiitzstellen zeichnen.
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6 Bode-Diagramm

Diese Treppenapproximation fiir den Phasengang ist nur diirftig, daher muss er haufig mit Hilfe
von Stiitzstellen diskretisiert werden.

6.5 Wichtige regelungstechnische Definitionen

6.5.1 Phasenminimumsystem und Allpass

Die kennzeichnende Eigenschaft eines asymptotisch stabilen Phasenminimumsystems ist:

Bei gegebener Anzahl von n Polen und m Nullstellen der Ubertragungsfunktion hat ihr
Frequenzgang beim Durchlaufen des Frequenzintervalls [—oo, +o0] die geringstmaogliche
Phasendrehung Ap = (@ = —0) — @(®w = +0o0) im Uhrzeigersinn.

Ein Totzeitfaktor e =7t bringt eine zusitzliche (unendliche) Phasendrehung A¢. Daher ist ein Phasen-
minimumsystem genau dann gegeben, wenn die Ubertragungsfunktion

1. keinen Totzeitfaktor enthilt und

2. eine rationale Funktion ist, bei der a(s) und b(s) Hurwitzpolynome sind, das heifit G(s) hat Pole
und Nullstellen nur in der linken Halbebene.

Zu jedem gegebenen Amplitudengang A(w) gibt es genau ein Phasenminimumsystem. Alle anderen
Systeme mit demselben Amplitudengang haben eine grdflere Drehung A im Phasengang ¢(w). Sie
miissen also einen sogenannten Allpass-Anteil enthalten, der eine Phasendrehung bewirkt, ohne den
Amplitudengang zu verdndern.

Ein asymptotisch stabiles Allpass-Glied hat demnach folgende Eigenschaften:

6.25

Diese Bedingungen werden natiirlich in idealer Weise von jedem reinen Totzeitglied G(s) = e er-
fiillt. Unter einem Allpass im engeren Sinne wird aber eine rationale Funktion mit den Eigenschaften
in Liicke 6.25 verstanden.

Um die erste Forderung in Liicke 6.25 bei einer rationalen Ubertragungsfunktion G mit reellen Koef-
fizienten zu erfiillen, gibt es nur zwei Moglichkeiten:

Entweder: b(jw) = a(jo) = G(jw) = 1. Dies ist kein Allpass, weil wegen @(—o0) — @(4+00) = 0 die
zweite Bedingung in Liicke 6.25 nicht erfiillt wire.

Oder: b(jw) ist konjugiert komplex zu a(jw). Dann sind tatsdchlich die Forderungen in Liicke 6.25
erfiillt.

Ein Allpass n-ter Ordnung hat also den Frequenzgang

ay — joa, — @*ay +jo’ay + wta, — jo’as + —--

Gljer =) = DIVN T @ D IO G H @ 4y ZJo
ag +]a)a1 — W a, — Jw 03+a) au +_]CO (15+_"'
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6.5 Wichtige regelungstechnische Definitionen

Daher lautet die Ubertragungsfunktion des Allpasses n-ter Ordnung

6.26

Man sieht sofort, dass die Gleichung in Liicke 6.26 nicht zu einem Phasenminimumsystem gehoren

kann, weil der Zihler (wegen der Verletzung der Vorzeichenbedingung) kein Hurwitz- oder Routhpoly-

nom ist. Durch die Substitution s — —s geht der Zihler bei einem (beliebigen) Allpass aus dem Nenner

hervor. Also sind die Nullstellen von G(s) die Spiegelbilder der Pole. Weil aber Pole und Nullstellen

reell sind oder in konjugiert komplexen Paaren auftreten, kann man auch behaupten: Bei einem Allpass

ist die Nullstellenverteilung in der s-Ebene das Spiegelbild der Polverteilung beziiglich der w-Achse.
Die Gleichung in Liicke 6.26 geht bei Zerlegung in Wurzelfaktoren iiber in:

6.27

Zum Schluss soll an einem Beispiel gezeigt werden, wie ein beliebiges zeitinvariantes lineares System
in ein Phasenminimumsystem und einen Allpass zerlegt werden kann. Gegeben sei

(s+ D(s=2)(s = 1+j)s = 1 =)

E+DE+H2+)PE+2-)(s+4)

G(s) =

Mit der Erweiterung (s + 2)(s + 1 +j)(s + 1 —j) erhélt man die Zerlegung:

G(s) = (s+1)(s+2)(s+1+j)(s+1—j)(_l)(s—Z)(s—1+j)(s—1—j)
= G+ +H2+PE+2-j)(s+4) G+ +1+)6+1-j)

N e
Phasenminimumsystem Allpass

6.5.2 Grenzstabilitat

Wir betrachten ein Sysem wie in Abbildung 6.2(a), dessen Wurzelortskurve sich wie in Abbildung 6.2(b)
verhilt; das heift, es wird instabil, falls K grofier als 2 wird. Die grenzstabilen Punkte liegen auf der
imaginéren Achse, wo also K =und r; , = +j. Zudem wissen wir, dass alle Punkte auf der Wurzelorts-
kurve wegen Liicke 5.7 folgende Eigenschaft haben:

6.28

Am Punkt der Grenzstabilitiit s = jo gelten die Wurzelortskurvenbedingung, also gilt
6.29

Daraus folgt, dass ein Bode-Diagramm eines grenzstabilen Systems die Bedingungen in Liicke 6.29 er-
fiillt. Abbildung 6.3 zeigt den Frequenzgang als Bode-Diagramm fiir das System in Abbildung 6.2 fiir
verschieden Werte von K. Der Betragsgang fiir K = 2 geht bei der gleichen Frequenz @ = 1rad/s durch
1, bei der die Phase durch —180 ° geht. Nachdem wir den grenzstabilen Punkt bestimmt haben, kom-
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6 Bode-Diagramm

4 Im(s)
2 -
K=2
\ K>2
1
K<2
+ 1
. X e
R K — 2 oY < I el >
N ss+1) PR Re(s)
e
K=2
-2
(a) (b)

Abbildung 6.2: Stabilitétsbeispiel: (a) System; (b) Wurzelortskurve, [FPE15, Figure 6.14]

men wir zur Schliisselfrage: Erhoht oder erniedrigt sich die Systemstabilitit, wenn wir die Verstarkung
erhohen? Anhand der Wurzelortskurve in Abbildung 6.2 lésst sich erkennen, dass jeder Wert von K,
der kleiner als der Wert am grenzstabilen Punkt ist, zu einem stabilen System fiihrt. Daraus folgt, dass
bei der Frequenz w, bei der die Phase 2G(jw) = —180 ° ist, fiir den Betrag | KG(jw)| < 1 bei stabilen
Werten von K und > 1 fiir instabilen Werte von K gilt. Damit haben wir folgende triviale Stabilitits-

bedingung, basierend auf der Art des Frequenzgangs des aufgeschnittenen Regelkreises:
6.30

Dieses Stabilitéitskriterium gilt fiir alle Systeme, bei denen eine Erhohung der Verstirkung zur Insta-
bilitit fithrt und | KG(jw)| den Betrag = 1 genau einmal kreuzt. Allerdings gibt es Systeme, bei denen
einen Erhohung der Verstdarkung von der Instabilitdt zur Stabilitét fiihrt; in diesem Fall ist die Stabili-
titsbedingung

6.31
\

In Fillen, in denen der Betrag mehrmals = 1 kreuzt, verwendet man am besten das Wurzelortskurven-
verfahren, um Aussagen zur Stabilitit zu machen.

6.5.3 Betragsreserve und Phasenreserve

Ein groBer Teil der Reglerentwiirfe dhneln in folgendem Punkt dem System in Abbildung 6.2. Das
System, also der geschlossene Regelkreis, ist fiir kleine Verstdrkungen (hier K < 2) stabil und wird
instabil, wenn die Verstdrkung einen kritischen Wert (hier K = 2) iiberschreitet. Fiir diese Art von
Systemen gibt es zwei hidufig verwendete Grofen als Ma8 fiir die Stabilitit: die Betragsreserve G, (engl.
gain margin) und die Phasenreserve ¢, (engl. phase margin). Die Betragsreserve ist der Faktor, um den
die Verstiarkung vergroBert (oder in bestimmten Féllen verkleinert, wie es zum Beispiel bei Strecken
mit instabilen Nullstellen moglich ist) werden kann, bevor Instabilitét folgt. In diesem typischen Fall
lasst sie sich direkt aus dem Bodediagramm ablesen, wie Abbildung 6.4 zeigt.
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Abbildung 6.3: Betrags- und Phasengang fiir das System in Abbildung 6.2 [FPE15, Figure 6.15]
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T 1 20
db-scale

lg|Gol

G = |Go(jor)|”

-20

40

-60
1 lg{w} 2

¢Pm=180° + o(w,)
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-180

-270

-360

Abbildung 6.4: Betrags- und Phasenreserve, entnommen aus der Norm DIN IEC 60050-351.
G,  Frequenzgang des aufgeschnittenen Regelkreises
|G0| Amplitudengang des aufschnnittenen Regelkreises
®o Phasengang des aufgeschnitten Regelkreises
w Kreisfrequenz
{w} Zahlenwert der Kreisfrequenz w
Durchtrittskreisfrequenz
@, Phasenreserve
Phasenschnittkreisfrequenz
Betragsreserve
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7 Zustandsraumdarstellung

Zusitzlich zu den beiden bislang behandelten Doménen s-Ebene (Wurzelortskurve) und Frequenzgang
(Bode-Diagramm und Nyquist-Diagramm) gibt es, wie in Kapitel 2.1 erwihnt, die Zustandsraum-Me-
thoden, um die es heute und den folgenden Terminen gehen wird. Das Ziel bleibt weiterhin das Gleiche:
einen Regler D (s) wie in Abbildung 7.1 zu entwerfen.

Compensation Plant

D,(s) 1 6

Abbildung 7.1: Eine Regelungsentwurf-Festlegung, [FPE1S5, Figure 7.1]

7.1 Systembeschreibung im Zustandsraum

Die Bewegung eines mechanischen Systems (Differentialgleichung 2. Ordnung oder bei gekoppelten
Systemen hoherer Ordnung) 1dsst sich als ein System von Differentialgleichungen 1. Ordnung ausdrii-
cken. Zum Beispiel fiihrt die Anwendung des Newtonschen Prinzips Z F = ma (Summe der Krifte

gleich Masse mal Beschleunigung) oder 2 M = 16 (Summe der Momente gleich Triigheitsmoment
mal Drehbeschleunigung) zu Bewegungsgleichungen zweiter Ordnung. Angewandt auf das Satelliten-
modell in Abbildung 7.3, das die Drehung des Satelliten in Abbildung 7.2 modelliert, folgt:

Fd+M,;=16

Diese Gleichung lésst sich auch schreiben als

7.1

Dieselbe Gleichung ldsst sich auch in der Zustandsraum-Darstellung als die Vektorgleichung

X =Ax+ Bu Systemgleichung (7.1a)
y=Cx+ Du Messgleichung (7.1b)
x(0)=0 (7.1¢c)

darstellen, wobei u der Eingang und y der Ausgang ist. Der Spaltenvektor x heifit Zustand des Systems
und enthilt bei einem System n-ter Ordnung »n Elemente. Bei mechanischen Systemen sind die Elemente
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7 Zustandsraumdarstellung

Inertial

reference
ducotion, A Rihts Reseved

Abbildung 7.2: Kommunikationssatellit Abbildung 7.3: Freigeschnittenes Modell
[FPE15, Figure 2.7] [FPE15, Figure 2.8]

des Zustandsvektors iiblicherweise Positionen und Geschwindigkeiten der einzelnen Korper. Die Groe
A ist eine n X n Systemmatrix, B ist eine n X 1 Eingangsmatrix, C ist eine 1 X n Ausgangsmatrix und
D ist ein Direktiibertragungs- oder Durchschalt-Skalar

7.2 Blockdiagramme und Zustandsraum

Eine Moglichkeit sich die Zustandsgleichungen zu veranschaulichen ist mit Hilfe von Blockdiagram-
men, die sich direkt mit Analog-Computern darstellen lassen. Analog-Computer haben im Wesentlichen
folgende aktive Elemente:

X
e Integrator 1
S

+
e Summierer

+1

K

e Verstirker X K X

Beispiel:! Bestimme eine Zustandsraumdarstellung fiir die Differentialgleichung

V+6y+11y+ 6y = 6u

Losung: Wir l6sen nach der héchsten Ableitung auf

72

Jetzt nehmen wir an, dass wir ¥ kennen und damit die Terme niedrigerer Ordnung durch Integratoren

1Entspricht [FPE15, Example 7.7, Seite 463] mit dem Unterschied, dass wir die Zustandsvariablen anders nummerieren.
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7.2 Blockdiagramme und Zustandsraum

bestimmen konnen:

73

Wir wenden Liicke 7.2 an und kommen dann zum vollstdndigen Blockdiagramm:

Um zur Zustandsraumdarstellung zu kommen, definieren wir die Zustandsgroflen einfach als Ausgang

der Integratoren:
7.5

Im Blockdiagramm in Liicke 7.4 kdnnen wir also einfach die Terme mit y entsprechend umbenennen
und erhalten dann:

7.6

Dies liefert schlieBlich die Zustandsraumdarstellung mit den Matrizen
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7 Zustandsraumdarstellung

77

7.3 Analyse der Zustandsgleichungen

7.3.1 Ubertragungsfunktion?

Berechnung mit Matrixinversion. Aus einer Zustandsraumdarstellung (7.1) eines Systems ldsst
sich die Ubertragungsfunktion Y (s)/U (s) wie folgt bestimmen:

1. Laplace-Transformation:

7.8

2. Systemgleichung im Bildbereich nach dem transformierten Zustandsvektor X (s) auflosen,
7.9

3. in die Messgleichung Y (s) im Bildbereich einsetzen,
7.10

4. und schlieBlich durch U (s) teilen:

7.11

Die Abbildung Zustandsraumdarstellung — Ubertragungsfunktion ist eindeutig. Es gibt genau eine
Ubertragungsfunktion zu einer Zustandsraumdarstellung.

Zsiehe auch [FPE15, Kapitel 7.4.2]
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Beispiel:3 Finde die Ubertragungsfunktion G(s) des Systems

A=[_(;2 _17] B=m, C=[2 1. D=0

mit dem Zusammenhang in Liicke 7.11.

Losung: Wir bilden zunéchst

7.3 Analyse der Zustandsgleichungen

7.12

und berechnen dann

7.13

Dies in die Gleichung in Liicke 7.11 eingesetzt ergibt schlielich:

Berechnung mit verallgemeinerter Systemmatrix P(s).

Aus der Laplace-Transformation der

System- und Messgleichung in Liicke 7.8 folgen die beiden Gleichungen

7.15

3[FPE15, Example 7.11, Seite 478f]
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7 Zustandsraumdarstellung

Diese beiden Gleichungen lassen sich in der Form
7.16

darstellen. Die Matrix P(s) in Liicke 7.16 wird als verallgemeinerte Systemmatrix oder oft auch als Ro-
senbrock-Matrix bezeichnet. Es lisst sich zeigen, dass fiir die Determinante | P(s)]| gilt:

7.17

| P(s)| =

7.18

Die Ubertragungsfunktion
G(s)=C(sI—A"'B+D

lasst sich schreiben als

7.19

Man erkennt dann, dass die Ubertragungsfunktion auch durch die Beziehung
720

einfach berechnet werden kann. Um die Ubertragungsfunktion aus der Zustandsraumdarstellung zu be-
stimmen, ist also keine Matrixinversion notwendig.

Aufgabe: Bestimme die Ubertragungsfunktion des obigen Beispiels mit Hilfe der Rosenbrockmatrix
P(s).

721
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7.3 Analyse der Zustandsgleichungen

7.3.2 Regelungsnormalform®

Fiir eine Ubertragungsfunktion

b bys" V4 4b_s+b
Y(s) = Xy = 2 50 )
a(s) s"+as"l 4+t a, s+a,

lasst sich die Regelungsnormalform bestimmen, indem wir die Zustandsvariablen x; folgendermafien
(und damit auch die Systemgleichung) definieren:

722

Somit gilt fiir die Zustandsvariablen im Bildbereich:

723

Zx;} =

(7.2)

724

Z{x;} =

(7.3)

Dies in die letzte Zeile in Liicke 7.22 eingesetzt und nach X aufgelost ergibt zundchst
7.25

Gleichung (7.2) und Liicke 7.25 in die entsprechend umgeformte Ubertragungsfunktion
7.26

einsetzen ergibt im Bildbereich
7.27

und schlieBlich zuriick transformiert in den Zeitbereich ergibt sich fiir die Messgleichung

“In [FPE15] werden, wie im angelsichsischen Raum und damit auch in MATLAB® iiblich, die Zustinde der Regelungs-
sowie der Beobachtungsnormalform im Vergleich zu hier in umgekehrter Reihenfolge nummeriert!

65



7 Zustandsraumdarstellung

7.28

Die Regelung

snormalform

der oben

gegebenen Ubertragun

gsfunktion is

t somit

729

Beispiel: Bestimme die Regelungsnormalform der Ubertragungsfunktion G(s) =

1052 +4s+7

$3+3s24+55+6

7.30

Transformation auf Regelungsnormalform

5

Wir suchen fiir die Matrizen A, B und C sowie den

Skalar D die Transformationsmatrix T, so dass A, B, C und D die gewiinschte Form haben. Zuerst
formen wir Gleichung (A.7a) um zu

7.31

Die Systemmatrix A sei in Regelungsungsnormalform und die inverse Transformationsmatrix T~! be-
schreiben wir mit ihren Zeilenvektoren t,.T, dann gilt bei einer Systemordnung von n = 3:

7.32

Aus der ersten und zweiten Zeile in Liicke 7.32 folgt:

3Siehe auch Kapitel A.3
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7.33

Aus Gleichung (A.7b) folgt mit B in Regelungsnormalform:

7.34

Mit Liicke 7.33 folgt dann:

7.35

und damit

7.36

Steuerbarkeit Dieses Ergebnis fiihrt auf den Begriff der Steuerbarkeit: Das lineare Gleichungssys-
tem

T _
11€=1[0 0 1]

hat dann und nur dann eine Losung tT, wenn die Steuerbarkeitsmatrix
€ =B AB A’B..A"'B|

invertiert werden kann. Das System kann somit dann und nur dann in die Regelungsnormalform iiber-
fiihrt werden, wenn die Steuerbarkeitsmatrix € nicht singuldr ist. Das System ist dann steuerbar.

Kochrezept
1. ¢=[B AB A’B.A"'B|=>%"'

2.6{=[0 0 ... 0 1]®"" (letzte Zeile von ")
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7 Zustandsraumdarstellung

t 0
tl"fA 0
3.T ' =| 1JA*> |B=|0

A" 1

4. A=T'AT C=CT

Aufgabe: Zeige, dass sich die Steuerbarkeit eines Systems durch eine nichtsinguldre lineare Zu-

standstransformation nicht dndern lisst (siche [FPE15, Seite 471£])!
7.37

7.3.3 Beobachtungsnormalform

Die Beobachtungsnormalform ldsst sich dhnlich wie die Regelungsnormalform herleiten, worauf wir

aber hier verzichten werden.
7.38

Die Beobachtungsnormalform ist somit die Transponierte der Regelungsnormalform und vice versa.’

Die eine lasst sich durch die andere demnach folgendermaf3en bestimmen:
7.39

552 +3s+ 1
s34+2524+55+6

Beispiel: Bestimme die Beobachtungsnormalform der Ubertragungsfunktion G(s) =

SFiir steuer- und beobachtare Systeme.
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7.40

Transformation auf Beobachtungsnormalform Die Transformation auf Beobachtungsnormal-
form lasst sich dual zur Transformation auf Regelungsnormalform herleiten. Wir formen Gleichung (A.7a)

diesmal um zu
7.41

Die Systemmatrix A sei in Beobachtungsnormalform und die Transformationsmatrix T (diesmal nicht

ihre Inverse) teilen wir in ihre Spaltenvektoren t; auf. Fiir ein System 3. Ordnung gilt dann:
742

Aus der ersten und zweiten Zeile in Liicke 7.42 folgt:
743

Aus Gleichung (A.7c) folgt mit C in Beobachtungsnormalform:

744

Daraus folgt dann:
7.45

und damit
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7 Zustandsraumdarstellung

7.46

Beobachtbarkeit Dual zur Steuerbarkeit gibt es den Begriff der Beobachtbarkeit: Das lineare Glei-
chungssystem

0
@t1= 0
1

hat dann und nur dann eine Losung ¢, wenn die Beobachtbarkeitsmatrix

C
6 = C:A
CAn—l

invertiert werden kann. Das System kann somit dann und nur dann in die Beobachtungsnormalform
iiberfiihrt werden, wenn die Beobachtbarkeitsmatrix O nicht singulér ist. Das System ist dann beob-
achtbar.

Kochrezept
C
1. 6= C:A =0~
ca™!

0
2.t = 67! 0 (letzte Spalte von 6~ 1)
1

3.T=[t, At, ... A"'t)],C=[0 0 ... 1]

4, A=T 'AT,B=T"'B

7.3.4 Modal- oder Jordanform

Bei einfachen oder konjugiert komplexen Polen zerlegen wir die Ubertragungsfunktion in Thre Parti-
albriiche. Jeder Partialbruch entspricht dann einem Modus. Komplexe Polpare werden zu einem qua-
dratischen Partialbruch zusammengefasst, der Modus ist dann in der 2 X 2-Regelungsnormalform. Ein
(s_l;)m fiihrt ohne weitere Zerlegung zur m X m-Jordanform. Die Systemmatrix hat dann
eine Blockdiagonalstruktur.

mehrfacher Pol
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1. Alle Pole p; sind reell und einfach, die Ubertragungsfunktion in Partialbruch-Darstellung ist dann
747

7.48

Einem Partialbruch ordnen wir die Zustandsgleichung im Bildbereich

7.49

und damit im Zeitbereich zu. Die Messgleichung ist dann die Sum-

me
7.50

Die Modalform fiir einfache reelle Pole hat somit folgende Form:
7.51

Beispiel: Bestimme die Modalform der Ubertragungsfunktion

7.52

_ s+1 _
S2+T7s+12

G(s)
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7.53

2. Ein komplexes Polpaar fiihrt zu einem Partialbruch der Form
7.54

Dieser wird in Regelungsnormalform
7.55

an entsprechender Stelle in das System eingefligt. Ein komplexes Polpaar p; und p; fiihrt bei an-

sonsten einfachen und reellen Polen dann zu folgender Darstellung:
7.56

3. Die Jordanform des m-fachen Pols # ist
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7.57

Dies lésst sich leicht zeigen, indem man im Bildbereich sukzessive die i-te Zeile nach X; auflost
und in der i + 1-ten Zeile fiir X, einsetzt, beginnend bei i = 1. Die m-te Zeile ergibt dann

X, = (S_lp)m U. Dies in die Messgleichung im Bildbereich eingesetzt ergibt dann die gegebene

Ubertragungsfunktion.

Aufgabe: Stellen Sie folgende Ubertragungsfunktion in Jordannormalform dar’:

7.58

2s+4
G(S)zzzs—z
s4(s*+2s+4)

7.59

Transformtion auf Modalform Wir beschrinken uns bei dieser Transformation auf einfache, reelle
Pole. Wir setzen wie bei der Beobachtungsnormalform T A = AT an. Die Systemmatrix A sei in Dia-

"Die Modalform ist ein Spezialfall (alle Pole sind einfach und reell) der Jordanform, so dass im allgemeinen Fall der Begriff
Jordanform genutzt wird.
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7 Zustandsraumdarstellung

gonalform und die Transformationsmatrix T teilen wir wieder in ihre Spaltenvektoren t; auf. Fiir ein
System 3. Ordnung gilt dann:

7.60

Dies kennen Sie als Eigenvektor / Eigenwert-Problem aus der Vorlesung Mathematik 1. Weil die Mo-
dalform dquivalent zur Partialbruch-Darstellung der Ubertragungsfunktion ist, sind die einzelnen Pole
der Partialbriiche die Eigenwerte der Systemmatrix A und die Vektoren ¢; die Eigenvektoren von A.

Analyse Die Modalform erlaubt folgende Analyse:
e Wenn b; = 0 ist, ist der Zustand x; nicht steuerbar.
e Wenn ¢; = 0 ist, ist der Zustand x; nicht beobachtbar.

Die jeweilige Dimension des steuer- oder beobachtbaren Unterraums ist die Anzahl der steuer- oder
beobachtbaren Zusténden.

Kochrezept
1. Berechnung der Eigenwerte A; von A.
2. Berechnung von T iiber eine Eigenwertzerlegung von A

3. A =diag{A,4y,....4,}, B=T"'B,C=CT

7.3.5 Steuerbarkeit / Beobachtbarkeit

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

§—2 §—2z
G(s) == =
s2+7s+ 12 (s+3)(s+4)
Wenn z = —3 oder = —4 ist, dann kiirzt sich die Nullstelle mit dem entsprechenden Pol. Wir unter-

suchen, wie sich das auf die Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit des Systems auswirkt. Wir bestimmen
dafiir zuerst die Matrizen A, B, und C, in Regelungsnormalform und die dazugehdorige Beobachtbar-

keitsmatrix O..
7.61 7.62

7.64
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7.3 Analyse der Zustandsgleichungen

Aus

7.65

detO, = |

folgt, dass das System nicht beobachtbar ist, falls z = —3 oder z = —4 ist, das heilit wenn sich in G(s)
die Nullstelle mit einer Polstelle kiirzt.

Nun bestimmen wir die entsprechenden Matrizen der Beobachtungsnormalform und die dazugeho-
rige Steuerbarkeitsmatrix € .

7.66 7.67
7.68
A, = B, = C, = i
7.69
€, =
Aus
7.70
det€, = i
folgt, dass das System nicht steuerbar ist, falls z = —3 oder z = —4 ist, das heiflit wenn sich in G(s) die

Nullstelle mit einer Polstelle kiirzt.

Fazit: FEine Transformation eines Zustands beeinflusst weder die Steuer- noch die Beobachtbarkeit
dieses Zustands. Zudem gilt:
e Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit sind abhéngig von der Wahl der Zustinde.

e Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit lassen sich nicht anhand der Ubertragungsfunkti-
on bestimmen.

e Bei Pol-/Nullstellenkiirzung in der Ubertragungsfunktion ist das System je nach Rea-
lisierung nicht vollstindig steuer- oder beobachtbar.
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8 Regelung im Zustandsraum

8.1 Einen Regler bestimmen ([FPE15, Kapitel 7.5.1])

Der erste Schritt in der Zustandsraum-Methode ist es, eine Linearkombination des gesamten Zustands-
vektors zuriickzufiihren. Die Idee ist also:

8.1 8.2

Abbildung 8.1 zeigt das entsprechende Blockdiagramm. Aus Liicke 8.2 folgt die charakteristische Glei-
chung des geschlossenen Regelkreises:

8.3
\

Wir entwerfen den Regler, indem wir die Elemente der Riickfiihrmatrix K so wihlen, dass die Pole des
geschlossenen Regelkreises an passenden Stellen liegen.

8.1.1 Beispiel: Ungedampfter Oszillator ([FPE15, Example 7.14])

Gegeben sei ein Oszillator mit der Frequenz w, und folgender Zustandsraumdarstellung:
8.4

8.5

Wir wollen ein Regelgesetz finden, das die Pole | des offenen Regelkreises auf —2w des

geschlossenen Regelkreises verschiebt. Die natiirliche Frequenz soll also verdoppelt und die Ddmpfung
¢ von 0 auf 1 erhdht werden.! Das gesuchte charakteristische Polynom des geschlossenen Regelkreises

! Zur Erinnerung: Nenner der Schwingungsiibertragungsfunktion: s + 2¢ wyS + a)g

U, x=Ax+Bu X C —ov

\ 4

Abbildung 8.1: Angenommenes System fiir den Reglerentwurf, [FPE15, Figure 7.12]

76



8.1 Einen Regler bestimmen

ist also
8.6

Die charakteristische Gleichung des geschlossenen Regelkreises ergibt mit Liicke 8.3

Der Koeffizientenvergleich zwischen Liicke 8.6 und 8.7 fiihrt auf
8.8

Der Regler ist also kurz gefasst

Abbildung 8.2 zeigt die Impulsantwort des geschlossenen Regelkreises (entspricht der Anfangsbedin-
gung x; =1, x, = 0).
8.1.2 Riickfiihrmatrix fiir Systeme in Regelungsnormalform

Die Riickfithrmatrix K ldsst sich besonders einfach wihlen, wenn das System in Regelungsnormalform
vorliegt:

0 1 0 -0 0
0 1 0 0
A, = : Pl Be=
0 0 0 1 0
—ap —4y_1 —4 - T4 1

Wie wir schon wissen ist die charakteristische Gleichung hier
8.10

Fiir die Systemmatrix des geschlossenen Kreises gilt
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8 Regelung im Zustandsraum
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Abbildung 8.2: Impulsantwort des ungeddmpften Oszillators mit vollstindiger Zustandsriickfithrung
(¢ =0, wy =1). ([FPE15, Figure 7.13])

8.11

Die charakteristische Gleichung ist somit
8.12

Wir schlieflen daraus:

Fiir ein steuerbares System lassen sich die Pole durch die Wahl der Riickfiilhrmatrix K
beliebig platzieren.

Beispiel: siehe oben (der Oszillator ist bereits in Regelungsnormalform, so dass man auch gleich die
charakteristische Gleichung geméaf Liicke 8.12 hinschreiben kann.)

8.1.3 Einfluss von Nullstellen auf den Regler

Anhand des folgenden Systems (entspricht [FPE15, Example 7.16] mit umgekehrter Nummerierung der
Zustinde) mit einer Nullstelle bei s = z; untersuchen wir den Einfluss von Nullstellen auf den Regler.
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8.1 Einen Regler bestimmen

Gegeben sind die Systemmatrizen in Beobachtungsnormalform:

8.13

Gesucht ist die Zustandsriickfiihrung, die die Pole des Systems auf die Wurzeln von

s? + 20w,s + 60121

legt, also auf

8.14

S12 =

Die charakteristische Gleichung des geschlossenen Regelkreises ist

8.15

8.1)

Der Koeffizientenvergleich mi

8.16

tG

leichung (8.1

) fiihrt auf fo

lgendes Gleichungs

system:

In Matrixschreibwei
8.17

S
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8 Regelung im Zustandsraum

Ldsung durch Matrixinversion:
8.18

Wir lernen zwei wichtige Erkenntnisse von diesem Beispiel:

1. Die Verstirkung nimmt zu, wenn sich die Nullstelle z, entweder —3 oder —4 néhert, den Wer-
ten, an denen dieses System seine Steuerbarkeit verliert. Mit anderen Worten, die Verstidrkungen
werden sehr gro3 wenn das System fast nicht mehr steuerbar ist.

Das System muss fiir die Regelung immer ,,hérter* arbeiten je mehr die Steuerbarkeit
verloren geht.
2. Dieses Beispiel zeigt auch, dass k; und k, beide mit der Bandbreite des geschlossenen Systems
@, wachsen.

Um Pole weit zu verschieben benétigt es grofle Verstdrkungen.

8.2 Referenzsystem ([FPE15, Kapitel 7.5.2])

Soweit war der Regler gegeben durch u = —Kx. Was war das Ziel dieses Reglers? (siche zum Beispiel
Abbildung 8.2):

8.19

Daher wird diese Regelstruktur auch Kompensator genannt. Jetzt wollen wir mit Hilfe eines Referenz-
werts r das Einschwingverhalten in Abhingigkeit der Pol-Platzierung untersuchen. Das bedeutet, wir
geben r vor und im eingeschwungenen Zustand soll y, = r gelten. Ein naheliegender Ansatz wire
u = —Kx + r, der aber von Spezialfillen abgesehen zu einer bleibenden Regelabweichung fiihrt. Im
eingeschwungenen Fall gilt nimlich

80



8.20

8.2 Referenzsystem

Um dieses Problem der bleibenden Regelabweichung zu 16sen, berechnen wir die stationdren Werte des
Zustands und des Eingangs, x, und u, respektive, so dass die Regelabweichung im eingeschwungenen
Zustand e = y, — r = 0 ist. Die Reglergleichung ist somit:

8.21

Wie miissen wir ug und x,

8.22

wihlen? Die Zustandsgleichungen

8.23

reduzieren sich im stationédren Fall x = x, und y = y_ zu

Wir

8.24

suchen die Werte, fiir die y, = r fiir einen beliebigen Wert

von r

ist.

Den Ansatz

setzen wir

in Liicke 8.23 ein und erhalten

8.25

8.26

Diese Gleichung lisst sich

nach N_und N,

x ., auflosen:

Aus

den Liicken 8.2

1 und

8.24 folgt:

8.27
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Abbildung 8.3: Blockdiagramm bei Beriicksichtigung des Sollwerts bei der Zustandsriickfithrung

([FPE15, Figure 7.15])

(a) mit Zustands- und Regelungsverstiarkung, siehe Liicke 8.27

(b) mit einer einzigen Verstidrkung,

siehe Liicke (8.28)

Der Koeffizient von r in Klammern ist konstant. Wir bezeichnen ihn mit N und damit gilt

8.28

Damit haben wir schlielich den Regler, so dass bei einem Sprung auf r die bleibende Regelabweichung
e = 0 wird. Abbildung 8.3 zeigt das Blockdiagramm des Systems.
Es gibt somit zwei Gleichungen fiir den Regler, Liicke 8.27 und Liicke 8.28. Theoretisch sind die-
se Ausdriicke dquivalent, in der Praxis unterscheiden Sie sich darin, dass eine Realisierung nach Ab-
bildung 8.3 (a) (Liicke 8.27) iiblicherweise robuster gegen Parameterfehler als nach Abbildung 8.3(b)
(Liicke 8.28) ist.

8.2.1 Beispiel: Ungedampfter Oszillator ([FPE15, Example 7.17])

Wir wollen die notwendigen Verstiarkungen berechnen, so dass die bleibende Regelabweichung bei ei-
nem Sprung des Sollwinkels x; Null ist. Die Zustandsgleichungen sind:

8.29
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8.2 Referenzsystem
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Abbildung 8.4: Sprungantwort des Oszillators auf einen Referenzeingang. ([FPE15, Figure 7.16])

Losung. Die entsprechenden Matrizen beispielsweise mit wp = 1 in Liicke 8.25 einsetzen

8.30

nl,x

und nach N, auflosen:
n2,x_

und nach den Komponenten des Vektors N, =

8.31

Mit der Riickfithrmatrix K aus Liicke 8.9 mit w, = 1 ist dann

8.32

2
]

Abbildung 8.4 zeigt die resultierende Sprungantwort.

83



8 Regelung im Zustandsraum

8.3 Symmetrische Wurzelortskurve (SWOK) [FPE15, Kapitel 7.6.2]

Eine haufig genutztes und effektives Vorgehen bei der Polvorgabe ist der Lineare Quadratische Regu-
lator (LOR). Eine vereinfachte Version des LQR-Problems ist, einen Regler zu finden, der die Kosten-
funktion

J = / (p2*(1) + u?(1)) dt (8.2)

0

fiir das System
X = Ax + Bu (8.3a)
z=Cx (8.3b)

minimiert, wobei p in Gleichung (8.2) ein zu wihlender Gewichtungsfaktor ist. Mit einer linearen Zu-
standsriickfiihrung u = —Kx lasst sich # mimimieren. Es lésst sich zeigen dass der optimale Wert fiir K
die Pole des geschlossenen Regelkreises auf die stabilen Pole (also die in der LHE) der symmetrischen
Wurzelortskurve (SWOK, englisch symmetric root locus SRL)

1+ pGy(—5)Gy(s) =0 (8.4)

legt, wobei G(s) die Ubertragungsfunktion des aufgeschnittenen Regelkreises von u zu z ist:
8.33

Gleichung(8.4) entspricht der Wurzelortkurve in Kapitel 5 in Abhiingigkeit vom Parameter p, der der
Gewichtungsfaktor in der Kostenfunktion (8.2) ist. Weil —s und s Gleichung 8.4 in identischer Weise
beeinflussen, gibt es fiir jede Wurzel s, auch eine Wurzel —s,. Es ergibt sich somit eine symmetrische
Wurzelortskurve, die sowohl zur reellen als auch zur imaginédren Achse symmetrisch ist.

Im ersten Schritt wihlen wir die Matrix C; , die die Zustandskosten z? definiert. Dann wihlen wir P,
das z? beziiglich des Regelaufwands u” gewichtet. Der Ausgang, den wir als Zustandskosten definieren,
muss nicht dem Systemausgang y entsprechen. Daher bezeichnen wir den Ausgang in Gleichung 8.3
mit z anstatt mit y.

Die Wahl eines Satzes von stabilen Polen, die eine Losung der Gleichung (8.4) darstellen, sind die
gesuchten stabilen Pole des geschlossenen Regelkreises, so dass K wie in Kapitel 8.1 gezeigt bestimmt
werden kann.

Wegen der Symmetrie erhalten wir die Pole und Nullstellen durch Spiegelung der Pole und Nullstellen
von Gy(s) an der Imaginir-Achse. Bei der Konstruktion der SWOK ist zu beachten, dass die Phasen-
bedingung (siehe Liicke 5.10) entweder O ° oder 180 ° sein kann, je nach Vorzeichen von G(—s)G(s) in
Gleichung (8.4). Bei negativem Vorzeichen gilt 0 ° und in diesem Fall dndern sich somit die Konstruk-
tionsregeln, die aus der Phasenbedingung hergeleitet werden. Fiir G(—s)G(s) < 0, oder (—1)"™" = —1,
was gleichbedeutend ist mit » — m =ungerade, gelten somit folgende Anderungen zur Konstruktion der
SWOK:

Geidnderte Regeln fiir 0 °-Wurzelortskurve (n — m ungerade)

REeGEL 2 Ein Punkt der reellen Achse ist genau dann ein Punkt der symmetrischen Wurzelortskurve, wenn
die Summe aller reellen Nullstellen und Pole des offenen Kreises, die rechts vom betrachteten Punkt
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8.3 Symmetrische Wurzelortskurve (SWOK)

liegen, gerade ist.

ReGEL 3 Fiir groe s und K haben n — m Zweige Asymptoten mit den Winkeln ¢, die sternformig von
dem Polschwerpunkt s = « auf der reellen Achse ausgehen:

qbf:w £=1,2,....n—m
n—m
XPi— X%

n—m
REGEL 4 ¢ Zweige beginnen in g-fachen Polen unter den Winkeln

0 brneg = QWi— D ¢ =360°(C—1).¢=1,....q

i#¢,beg

und g Zweige enden in g-fachen Nullstellen unter den Winkeln

Q'Wf,endzz(l)i_ Z l//,-+360°(f—1),f=1,...,q
i#¢,end

ReGeL 7 SWOK verlaufen stets symmetrisch zur o- und zur j-Achse.

8.3.1 Beispiel: SWOK fiir ein System 1. Ordnung [FPE15, Example 7.20]

8.34

Zeichne die SWOK fiir x = —ax +u, Gy = i mit z = x.

Losung. Die SWOK-Gleichung 8.4 fiir dieses Beispiel lautet

8.35

Fiir die SWOK ergibt sich damit

8.36

Der optimale (stabile) Pol Iésst sich hier explizit bestimmen:
8.37
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8 Regelung im Zustandsraum

Somit liegt der Pol des geschlossenen Regelkreises, der die Kostenfunktion (8.2) minimiert, auf der re-
ellen Achse und ist immer links vom Pol des offenen Regelkreises. Fiir die Riickfithrung K = [k] ergibt

sich somit
8.38

8.3.2 Beispiel: SWOK fiir Lageregelung eines Satelliten

Zeichne die SWOK fiir ein Satellitensystem mit z = y und den Bewegungsgleichungen

X = 01 X+ 0 u
10 0 1
y= [1 O]x
Fiir G, ergibt sich

8.39

Fiir die symmetrische Wurzelortskurve ergibt sich:
8.40

Die optimalen Pole des geschlossenen Regelkreises haben somit alle ein Ddmpfungsmal von { = 0.707.
Wir kdnnen zum Beispiel s = —1 +j fiir p = 4 wihlen. Fiir die Riickfiihrmatrix K = [kl kz] ergibt

sich dann:
8.41
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8.3 Symmetrische Wurzelortskurve (SWOK)

Aufgabe. Bestimmen Sie mit MATLAB® die SWOK fiir z = 2x; + x,.

Losung.

A=[0 1;0 0]

B=[0;1]

c1=[2 1]
[num,den]=(ss2tf(A,B,C1,0));
G=tf (num,den)

n=length (num)
num(n-1:-2:1)=-num(n-1:-2:1)
den(n-1:-2:1)=-den(n-1:-2:1)
G1=tf (num,den)

rlocus (G*G1)

Aufgabe. Bestimmen Sie aus dem Diagramm die optimalen (stabilen) Pole fiir p = 1, sowie py,w
im stabilen Verzweigungspunkt. Bestimmen Sie die Riickfiihrmatrizen K(p = 1) und K(pyy) mit der
Funktion acker.

87



9 Beobachter! [FPE15, Kapitel 7.7]

In den meisten Fillen werden nicht alle Zustandsgroflen gemessen, weil die bendtigten Sensoren zu teu-
er sind, zum Beispiel fiir die Messung des Schwimmwinkels, oder weil es physikalisch nicht moglich
ist, zum Beispiel in einem Kernkraftwerk. Die Idee ist daher, einen Schitzwert X zu nutzen. Der Regler
wire dann

9.1
\

Eine einfache Methode der Schitzung ist die Simulation des Systems mit den gleichen Eingiingen, wie
in Abbildung 9.1 gezeigt. Wie die Steuerung hat dieser Open-Loop-Beobachter das Problem, dass Sto-

Process | x

"o l (A B) R
Model | x ~
(A, B) cro

Abbildung 9.1: Open-Loop Beobachter [FPE15, Figure 7.27]

rungen oder Parameterfehler nicht korrigiert werden und der Schétzfehler x — X je nach Umstédnden grof3
werden kann. Die Losung ist, die Differenz zwischen gemessenem und geschitzten Ausgang y — CX
zuriickzufiihren und dadurch den Schitzfehler kontinuierlich mit diesem Signal zu korrigieren, wie Ab-
bildung 9.2 zeigt. Die Gleichung fiir den Beobachter von x in Abbildung 9.2 ist

Process | x(¢) i
u(t) o (A, B) C o o)
Model | & 50 N
— ode X(1) y(t
—| (A, B) ¢ — =
L

Abbildung 9.2: Closed-Loop Beobachter [FPE15, Abbildung 7.28]

9.2

Hier ist L eine proportionale Verstarkung, die definiert ist als:

9.3
\

Die Fehlerdynamik lésst sich ermitteln, indem der Schiatzwert vom Zustand abgezogen wird:

'Die Begriffe Beobachter und Zustandsschditzer sind Synonyme
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9.1 Beispiel: Ungeddmpfter Oszillator

9.4

Die charakteristische gleichung des Fehlers ist damit gegeben durch

Jetzt miissen wir nur noch L so wihlen, dass A — LC stabile und angemessen schnelle Eigenwerte
hat. Dann wird der Schitzfehler X auf Null abklingen und dort bleiben, unabhéngig von der bekannten
Zwangfunktion u(¢) und ihren Einfluss auf den Zustand x(¢), sowie unabhéingig von der Anfangsbedin-
gung x(0).

9.1 Beispiel: Ungedampfter Oszillator [FPE15, Example 7.24]

Wir entwerfen einen Beobachter fiir das einfache Pendel und legen die Pole der Schitzfehlerdynamik
auf —10aw,, fiinf mal schneller als die Pole des Reglers, den wir zuletzt entwarfen. Die Bewegungsglei-
chungen sind

_[o 1 0
X = _a)(z) 0 X+ 1
y=[1 0]x

Die charakteristische Gleichung a, fiir die Pole des Schitzfehlers X ist
9.6

Aus Liicke 9.5 folgt

Aus dem Koeffizientenvergleich zwischen Liicke 9.6 und 9.7 folgt schlieBlich:

9.8

Das gleiche Ergebnis lésst sich auch mit Matlab finden, zum Beispiel fiir @, = 1 mit folgenden Matlab-
Befehlen:

wo=1;
A=[0 1;-wo*wo 0];
c=[1 0];
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9 Beobachter

pe=[-10*wo;-10%wo] ;
Lt=acker(A' ,C' ,pe);
L=Lt'

9.2 Beobachter fiir Systeme in Beobachtungsnormalform

Die Wahl voh L ist besonders einfach, wenn das System in Beobachtungsnormalform vorliegt:

0 - 0 -a,
A0= 1 () _a'n—l
0 - 1 -—q

C,=[0 -« 0 1]

Wie wir schon wissen ist die charakteristische Gleichung hier
9.9

Die Fehlerdynamik des Beobachters ist bestimmt durch
9.10

Die charakteristische Gleichung des Schitzfehlers ist somit
9.11

Wir schlieflen daraus:

Fiir ein beobachtbares System lassen sich die Pole durch die Wahl von L beliebig platzieren.
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9.3 Dualitdt

9.3 Dualitat

Der Entwurf einer Zustandsregelung und eines Beobachters sind mathematisch dquivalent oder dual:
9.12

Wie oben schon gezeigt, lédsst sich in Matlab
K=acker(A,B,pe)
fiir den Zustandsregler und

Lt=acker(A',B',pe)
L=Lt'

fiir den Beobachter berechnen, wobei der Vektor p, die Soll-Pole des Reglers oder Beobachters enthilt.?

9.4 Beobachterentwurf [FPE15, Kapitel 7.7.3]

Als Faustformel sollten Beobachterpole um den Faktor 2 bis 6 schneller als die Reglerpole sein. Das
fiihrt zu einem schnelleren Abklingen des Schitzfehlers im Vergleich zur erwiinschten Dynamik, so
dass die Reglerpole die Systemantwort dominieren.

Im Gegensatz zum Regler fiihren scnellere Pole des Beobachters nicht zu einem erhohten Regelauf-
wand und damit Energieaufwand, sondern nur zu einer grofleren Bandbreite, das bedeutet, dass mehr
Messrauschen zum Stellglied gelangt. Der Entwurf eines Beobachters ist also eine Balance zwischen
schneller Systemreaktion und einer ausreichend niedriger Bandbreite, so dass das Messrauschen sich
nicht signifikant auf die Regelung auswirkt.

Die beste Wahl der Beobachterverstidrkung ist abhidngig vom Verhéltnis der Intensitdt des Messrau-
schens v zur Intensitét des Prozessrauschens w. Wir betrachten zunéchst die Beobachtergleichung

9.13
\

um zu sehen wie sich das Prozessrauschen w auswirkt. Die Strecke mit Prozessrauschen wird beschrie-
ben durch

9.14

und die Messgleichung mit Messrauschen wird beschrieben durch

*Der Index e steht fiir estimator
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9 Beobachter

9.15

Die Fehlerdynamik mit diesen zusitzlichen Eingiingen ergibt sich durch Subtraktion der Gleichung in

Liicke 9.13 von der in Liicke 9.14 und Einsetzen von y aus Liicke 9.15:
9.16

In Liicke 9.16 wird nur das Messrauschen v mit L multipliziert. Ist L klein, dann hat das Messrauschen
keinen Einfluss, aber die Dynamik des Beobachters ist langsam, so dass die Wirkung des Prozessrau-
schens w nur schlecht kompensiert wird. Modellfehler lassen sich als Prozessrauschen auffassen, so dass
diese von einem langsamen Beobachter auch nicht ausgeglichen werden. Ist hingegen L grof3, dann ist
der Beobachter schnell und das Prozessrauschen wird kompensiert, aber das Messrauschen fiihrt wegen
der Multiplikation mit L zu groflen Fehlern.

Es muss also eine Balance zwischen diesen beiden Effekten gefunden weden.Es stellt sich heraus,
dass die optimale Losung unter bestimmten Annahmen (Rauschprozesse sind weill und unkorreliertf)
mit Hilfe der SWOK-Gleichung fiir den Beobachter finden 14sst. Die Beobachter-SWOK-Gleichung ist

1+ gG(=5)Gy(s), (9.1)

wobei g das Verhiltnis von der Intensitit des Prozessrauschens zur Intensitit des Messrauschens und
Gy, die Ubertragungsfunktion des Prozessrauschens zum Messrauschen ist:

9.17
\

Es ldsst sich wie beim Zustandsregler die symmetrische Wurzelortskurve in Abhéngigkeit von g gene-
rieren, was dann zu den optimalen (stabilen) Polen des Beobachters fiihrt. Ein wichtiger Vorteil beim
SWOK-Verfahren ist, dass nachdem die Eingangsmatrix des Prozessrauschens B festgelegt ist es nur
noch einen Freiheitsgrad bei der Wahl von g gibt.

9.4.1 Beispiel: SWOK Beobachterentwurf fiir ein einfaches Pendel [FPE15, Example
7.26]

Zeichne die SWOK fiir die linearisierten Gleichungen eines einfachen Pendels mit wy = 1. Der Ausgang
sei die verrauschte Messung der Lage mit der Rauschintensitét g.

Loésung. Die Bewegungsgleichungen des Pendels mit Mess- und Prozessrauschen sind

‘o 0 1
_—w(ZJO

y=[1 0x+v

0

x+1

w
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Wir berechnen Gy, mit der Gleichung in Liicke 9.17:

9.18

9.4 Beobachterentwurf

Daraus
9.19

folgt fiir die charak

teristische Gleichung der SWOK

und die Konstruktion der SWOK fiir @, = 1:

REGEL 1 Zweige

9.20

REGEL 2 Reelle Achse

9.21

REGEL 3 Asymptoten

9.22

REeGEL 4 Start- und Endwinkel

9.23

SWOK:
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9 Beobachter

9.24

Die Matlab-Befehle zur Darstellung der SWOK sind fiir o, = 1:
s=tf('s');
G=1/(s72+1);

sysGG=G*G;
rlocus (sysGG) ;

Aufgabe. Bestimmen Sie mit Hilfe von Matlab zwei stabile Pole fiir g = 361.
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10 Kombination aus Regler und Beobachter

10.1 Kompensator

Wir kombinieren nun den Regler-Entwurf mit dem Beobachter-Entwurf der vorhergehenden Kapitel
miteinander und nutzen zur Zustandsregelung die geschétzten Zustandsvariablen. Ohne externen Re-
ferenzeingang nennt man diese Reglerstruktur wie bereits in Kapitel 8.2 erwidhnt Kompensator.. Unser
Reglerentwurf basiert allerdings auf dem tatsdchlichen und nicht den geschitzten Zustand. Daher be-
trachten wir im Folgenden, welche Auswirkung die Nutzung von X anstelle von x auf die Systemdyna-
mik hat. Dabei berechnen wir die charakteristische Gleichung des geschlossenen Regelkreises und die
open-loop-Ubertragungsfunktion des Kompensators.

Aus Liicke 8.2 folgt mit der Riickfiihrung von % die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regel-
kreises

10.1

Diese Gleichung lasst sich in Abhéngigkeit des Schitzfehlers X umschreiben:

Die gesamte Systemdynamik in Zustandsdarstellung erhélt man, indem man die Gleichungen in Lii-
cke 10.2 mit der des Schitzfehlers in Liicke 9.4 kombiniert:

10.3

Die charakteristische Gleichung dieser closed-loop-Systems ist:

Die Matrix hat Block-Dreiecksgestalt, daher gilt

Das bedeutet, die Menge der Pole des kombinierten Systems besteht aus der Vereinigung der Regler-
und der Beobachterpole. Woraus folgt, dass Regler und Beobachter unabhingig voneinander entworfen
werden konnen und bei gemeinsamer Verwendung in dieser Art alle Pole unverindert bleiben.!

Wir vergleichen nun die Zustandsraum-Methode mit den Bildbereichs-Methoden in den Kapiteln 5

'Dies ist ein Spezialfall des Separationsprinzips, das fiir wesentlich allgemeinere Fille gilt und uns erlaubt, einen optimalen
Entwurf aus der Kombination von separaten Entwiirfen des Reglers und des Beobachters zu erhalten.
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10 Kombination aus Regler und Beobachter

und 6. Abbildung 10.1 zeigt, dass der blau unterlegte Teil dem Kompensator entspricht. Die Zustands-

w v
! !
Plant Sensor
u(t) x=Ax+Bu L C o ¥(0)
u(t) v
Control law Estimator
0 A _AD
K (0 | x=A%+ L’lu
+ Ly — Cx)
Compensator

Abbildung 10.1: Regler mit Beobachter [FPE15, Figure 7.35]

gleichungen fiir diesen Kompensator erhdlt man, indem die Riickfiihrung u = — KX in den Beobachter-
gleichung in Liicke 9.2 eingefiigt wird:

10.6

Damit folgt fiir die charakteristische Gleichung:

10.7
\

Wir haben weder die Pole dieser Gleichung spezifiziert, noch in den Zustandsraum-Entwurfsmethoden
diskutiert. Der Kompensator ist daher moglicherweise instabil, seine Pole konnten auch in der rech-
ten Halbebene liegen. Die Ubertragungsfunktion D,(s) von y zu u, die den Kompensator reprisentiert,
erhdlt man, indem man die entsprechenden Matrizen aus Liicke 10.6 in die Gleichung in Liicke 7.11
einfiigt:

10.8

10.1.1 Beispiel: Kompensator-Entwurf fiir eine Satelliten-Lageregelung [FPE15, Example
7.27]

Entwerfe einen Kompensator mit Polplatzierung fiir die Satelliten-Strecke mit der Ubertragungsfunkti-
on /2. Platziere die Reglerpole bei s = —v25 + —v24j (w, = 1rad/sec, { = v2~) und die Beobachterpole
bei o, = Srad/sec, { =0.5.
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10.1 Kompensator

Losung. Die Zustandsraumdarstellung der gegebenen Ubertragungsfunktion G(s) = ' ist

[0 1, [0
x—oox 1u
y=[1 0]x

Fiir das Sollpolynom des Reglers ergibt sich

10.9

Fiir die Zustands-Riickfiihrung K = [kl kz] berechnen wir (Regelungsnormalform)

10.10

Aus o, = Srad/sec und ¢ = 0.5 folgt fiir die charakteristische Gleichung des Beobachters

10.11

Fiir die Beobachter-Riickfithrung L = [f 1 fz] T berechnen wir (Beobachtungsnormalform)

10.12

Damit folgt fiir die Kompensator-Ubertragungsfunktion mit Liicke 10.8

10.13

Die Pole der Kompensator-Ubertragungsfunktion liegen somit bei —3.21 + 4.77j, der Kompensator ist
somit stabil.

Die Auswirkung der Kompensation auf die Pole des geschlossenen Regelkreises kann nun mit Hil-
fe der Wurzelortskurve und dem Bode-Diagramm ausgewertet werden. Die Verstdrkung von 40.4 in
Liicke 10.13 ist das Ergebnis der Polauswahl. Wenn wird diesen speziellen Wert der Kompensator-
Verstirkung mit der Variablen Verstirkung K ersetzen, dann ist die charakteristische Gleichung des
geschlossenen Regelkreises aus Strecke plus Kompensator
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10 Kombination aus Regler und Beobachter

10.14

Mit Hilfe der Wurzelortskurve in Abbildung 10.2 kdnnen wir die Pole dieser Gleichung in Abhingigkeit
von K auswerten. Die WOK geht durch die Pole, die wir in Liicke 10.9 und 10.11 gewihlt haben. Bei

Im(s)

K=404 4r

— >
-8 -6 -4 -2 Re(s)

—4

3

Copyright ©2015 Pearson Education, All Rights Reserved

Abbildung 10.2: Wurzelortskurve fiir den kombinierten Regler und Beobachter [FPE15, Figure 7.36]
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=
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—240°
—270°
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Copyright ©2015 Pearson Education, All Rights Reserved

Abbildung 10.3: Bode-Diagramm fiir G(s) = ' und —D_(s) - G(s) [FPE15, Figure 7.37]
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10.1 Kompensator

K = 40.4 sind die vier Pole des geschlossenen Regelkreises gleich wie die spezifizierten. Das Bode-
Diagramm in Abbildung 10.3 zeigt, dass die unkompensierte Phasenreserverve von 0 © auf 53 © im kom-
pensierten Fall (also die Reihenschaltung von G(s) und D_(s)) ansteigt. Die Verstirkung K = 40.4 fiihrt
zu einer Durchtrittskreisfrequenz . = 1.35 rad/sec. Diese beiden Werte passen ungeféhr zu den Polen
des Reglers mit @, = 1rad/sec und { = v2-, was wir erwarten wiirden, weil die langsamen Reglerpole
in der Systemantwort iiber die schnellen Beobachterpole dominieren.

10.1.2 Beispiel. Kompensatorentwurf fiir einen Gleichstrom-Servo [FPE15, Example 7.29]

Entwerfe mit Zustandsraum-Polplatzierungsmethode einen Kompensator fiir einen Gleichstrom-Servo-
motor mit der Ubertragungsfunktion

10

G(S =———
s(s +2)(s +8)

Nutze die Zustandsraumdarstellung in Beobachtungsnormalform, platziere die Reglerpole bei p, =
[—1.42,—-1.04 + 2.14j] und die Beobachterpole bei p, = [—4.25, =3.13 + 6.41]]

Vol 10 |— 1 | Lo v 1 oy
N S S

Abbildung 10.4: DC-Servo in Beobachtungsnormalform [FPE15, Figure 7.41] [FPE1S5, Figure 7.41]

Losung. Abbildung 10.4 zeigt ein Blockdiagramm dieses Systems in Beobachtungsnormalform. Mit
folgenden Matlab-Befehlen werden die Zustandsraummatrizen, die Regler- und Beobachterverstirkun-
gen und die Ubertragungsfunktion des Kompensators berechnet und schlieBlich die Wurzelortskurve
von —D_(s)G(s) geplottet.

s=tf('s');

G=10/ (s*(s+2) *(s+8))

[A B C D]=ssdata(bn_form(G));
pc=[-1.42 -1.04+2.14%i -1.04-2.14%*i];
K=place(A,B,pc)

pe=[-4.25 -3.13+6.41%i -3.13-6.41%i];
Lt=place(A',C',pe);L=Lt'
[num,den]=ss2tf (A-B*K-L*C,L,-K,0);
Dc=tf (num,den) ;

roots(den)

rlocus(-G*Dc)

Der berechnete Kompensator hat einen instabilen Pol bei s = +1.88. Ein instabiler Kompensator ist
iiblicherweise nicht akzeptabel, weil es schwierig ist, den Kompensator oder das System im aufge-
schnittenen Regelkreis zu testen. In manchen Fillen kann eine bessere Regelung mit einem instabilen
Kompensator erreicht werden, so dass moglicherweise diese Unannehmlichkeit in Kauf genommen wer-
den kann.
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10 Kombination aus Regler und Beobachter

Abbildung 10.5 zeigt die WOK und die Pole fiir die berechnete Verstirkung K = 190. Die Pole ent-
sprechen den Sollpolen der geschlossene Regelkreis ist somit stabil. Die WOK zeigt, dass eine direkte

Im(s)

2 Re(s)

Copyright ©2015 Pearson Education, All Rights Reserved

Abbildung 10.5: WOK fiir die Polplatzierung des DC-Servo [FPE15, Figure 7.42]

Konsequenz des instabilen Kompensators ist, dass das System instabil wird wenn die Verstiarkung von
ihrem nominalen Wert verringert wird. So ein System nennt man bedingt stabil und sollte nach Mog-
lichkeit vermieden werden. Sittigung von Stellgliedern in Folge groBer Signale fiihrt zur Verringerung
der effektive Verstirkung, so dass ein bedingt stabiles System dann instabil werden kann. Zusitzlich,
wenn beim Einschalten des Systems die Verstiarkung kontinuerlich von 0 hochgefahren wird, wire so
ein System in Anfangszustand instabil. Zur Losung dieses Problems lésst sich ein reduzierter Beob-
achter verwenden, der nur die nicht gemessenen Zustinde beobachtet, siche [FPE15, Kapitel 7.7.2 und
Example 7.29].
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A Anhang

A.1 Tabellen

Tabelle A.1: Rechenregeln fiir die Laplace-Transformation

Linearitiitseigenschaft
Ahnlichkeitssatz

Verschiebungssatz

Dampfungssatz

Differentiation im Zeitbereich

2-fache Differentiation Z’bereich

n-fache Differentiation Z’bereich

Differentiation im Bildereich
n-fache Differentiation im B’bereich
Integration im Zeitbereich

Faltungssatz

1. Grenzwertsatz

2. Grenzwertsatz

c1 f1(0) + ¢y [ (D)
S (at)

fa-T)
e~ f (1)
df@®
dt
df ()
dr?
d"f(@)
drn

—tf(®)

(=" f(@®

/tf(r)dr
0

t
/0 1) fo(t —1)dr

I

i

o—e

CIFI(S) + Cze(S)
Lpy

a a

F(s)e T

F(s+a)

sF(s)— f(0)

df

dr |,

di—lf
dti_l

s2F(s) = sf(0) —

n
s"F(s) — 2 s
i=1

d
—F
e (s)
dl’l
ds”

F(s)
LEes)
S

Fi(s) - Fy(s)

f(0+) ?1(1353 gosF (5))

lim £ (1) = lim(sF (s))

0
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A Anhang

Tabelle A.2: Einige Korrespondenzen der Laplace-Transformation

(o]
Nr. f@®,t>0 F(s) = / f(ne™*" dt
0
1 o(1) 1
1
2 e(t) oder 1(z) t
s
y 1
3 52
n _ n!
4 t".n=1,2,3,... ey
1
o
> s+a
!
6 t"e ™ n=1,23,... _n
(s + ay"*!
7 cos wt S
0
52+ a)g
®
8 sin wyt 0
52+ a)g
9 e” cos wyt s+—a2
(s + a)? + w;
)
10 e” sin wyt —02
(s +a)* +
s? — a)é
11 1 COS wpt _—
0 (s2+ a)(z))2
1 i , 2wqs
Sin 600 - -
(s2+ 60(2))2
1 _ e—at a
13 s(s + a)
at aZ
14 e “+ar—-1 _—
s2(s + a)
a . a + o)
15 1 —e™¥(cos wyt + — sinwyt) 5
@y s ((s +a)? + a)o)
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A.l Tabellen

Z(x)

Eine echt gebrochenrationale Funktion vom Typ f(x) = ) lasst sich schrittweise wie folgt in eine
X

Summe aus Partialbriichen zerlegen:
1. Zunichst werden die Nullstellen des Nennerpolynoms N (x) nach Lage und Vielfalt bestimmt.

2. Jeder Nullstelle wird ein Partialbruch in folgender Weise zugeordnet, wobei konjugiert komplexe
Nullstellen zum entsprechenden reellen quadratischen Term zusammengefasst werden konnen:

Xy Einfache Nullstelle - - Ax
1
Xy Zweifache Nullstelle o A A2
1 x=x;  (x=x;)?
Xq: r-fache Nullstelle - XA)‘C o A; 7 = A; -
' 1 1
x? + ax + b: 1-facher quadratischer Term — —2*B
x“+ax+b

A1X+Bl A2X+32
x2+ax+b (x24ax+b)?

(x* 4+ ax + b)>:  2-facher quadratischer Term —

2 r. . A x+B A,x+B,
(x*+ax+b)": r-facher quadratischer Term — it Tt Craxsor
. . . Z(x) . R
3. Die echt gebrochenrationale Funktion f(x) = N ist dann als Summe aller Partialbriiche
X

darstellbar.

4. Konstanten durch Koeffizienten-Vergleich, oder bei einfachen Nullstellen auch durch Einsetzen
der Nullstelle bestimmen.

Abbildung A.1: Algorithmus zur Partialbruchzerlegung
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A Anhang

A.2 Asymptoten der Wurzelortskurve

Aus Liicke 5.8 folgt nach Ausmultiplikation der Wurzelfaktoren:

n
" Sn—l 2 P+
K=- i=1 (binomische Formel)

m
-1
sm — sm 21 Z; + -
=

n
pl_ + cee
=—s"" + (s" bzw. s™ ausklammern)
1
1- < Z:l Z; +

1

1-1
N
m

Vernachlédssigung von Termen mit ik (k > 1) fiihrt auf eine Funktion der Form
s

m
2=
i=1

Die mehrdimensionale Taylor-Entwicklung von K(x, y) um den Punkt (0, 0), also fiir s = o0, bis zur
zweiten Ordnung ist

— X

2

n
K(x,y)=—s”'mi_ mitx=12piundy=
y $ A

K(x,y)zK(0,0)+x% +y%
dx 0,0 ady ©0.0)
-1 1-0
=—s"""(1+x +
( -0 y(1—0>2)

= —""(1=(x—))

Die Werte von x und y wieder eingesetzt ergibt dann

Daraus folgt schlieBlich

K (—1)imm = s(l - %(;m - sz)> _

i=1

-7

f=(1-x)k
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A.3 Zustandstransformation

Taylor-Entwicklung von f(x) um x =0: f(x) % 1+ f,|,x = 1 — kx fiihrt auf

o

n m
| 1 1 2 pi— Xz
K (—yimm = 5|1 - 15 =L
s n—m
e (A.1)
Dabei ist
n m
n—m
der sogenannte Polschwerpunkt. Aus (A.1) ergibt sich
1 h—m
TR (A3)

Dies ist zwar eine Ndherung fiir die Wurzelortskurve, aber die exakte Berechnung fiir deren Asymptoten.
Da die n — m Wurzeln der Gleichung

z=(~1)rn

-2g—1
bekanntlich gleich z, = elnn” (g =1,2,...,n—m)sind, bilden die Asymptoten einen (n—m)-strahligen
Stern mit dem Zentrum im Polschwerpunkt und den Strahlrichtungen
2q -1
n—m

W, p (A4)

A.3 Zustandstransformation

Betrachte ein System, das durch folgende Zustandsgleichungen beschrieben ist:

x=Ax+ Bu (A.5a)
y=Cx+ Du (A.5b)

Wie schon gezeigt ist dies nicht die einzige Beschreibung des dynamischen Systems. Wir betrachten
eine Anderung des Zustands x zu einem neuen Zustand z, der eine lineare Transformation von x ist.
Mit einer nichtsinguléren Transformationsmatrix T sei

x=Tz (A.6)
Gleichung (A.6) in die Systemgleichung (A.5a) eingesetzt ergibt

x=Tz=ATz+ Bu
z=T-'ATz+T-'Bu

A B
z2=Az+ Bu
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A Anhang

Dann setzen wir Gleichung (A.6) noch in die Messgleichung (A.5b) ein.
y=CTz+Ju
— hnad
C D
=Cz+ Du

Das transformierte System ist somit

z = Az + Bu
y=Cz+ Du

mit
A=T'AT (A.7a)
B=T!B (A.7b)
C=CT (A7c)
D=D (A.7d)

Weil T beliebig ist, ist folgende Behauptung bestitigt:

Jede Darstellung einer Ubertragungsfunktion G(s) = Y (s)/U (s) entspricht unendlich vielen
Darstellungen in Zustandsform.
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