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1 Die zeitdiskrete Zustandsraumdarstellung

Die Zustandsraumdarstellung ist bei zeitdiskreten Systemen in der gleichen Weise anwendbar
wie bei kontinuierlichen Systemen. In Analogie zu den zeitkontinuierlichen Systemen kann ein
zeitdiskretes System durch ein Zustandsmodell in der Form eines gekoppelten Systems von
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2 Ableitung des Zustandsraummodells aus der Differenzengleichung

Differenzengleichungen 1. Ordnung beschrieben werden:
1

2 Ableitung des Zustandsraummodells aus der Differenzengleichung

Wir kénnen analog zum kontinuierlichen Fall vorgehen (siehe Skript ): Gegeben sei die

Differenzengleichung
2

oder die entsprechende z-Ubertragungsfunktion
3

Wir schreiben die Zustandsgleichungen in der Zeit um —1 verschoben:

4

Somit gilt fiir die Zustandsvariablen im Bildbereich
5

Z{zi(k)} =

6

Z{zi(k-1)} =

Damit folgt

7

Z{an(k)} =



3 Zusammenhang kontinuierliche <+ diskrete Zustandsraumdarstellung

Auflésen nach X (z):

8

Ubertragungsfunktion nach Y (2) auflésen:
9

Liicke 5 und 8 eingesetzt ergibt:

10

Zuricktransformiert in den Zeitbereich ergibt sich fiir die Messgleichung
11

Die Zustandsgleichung wieder um +1 nach links verschieben ergibt dann die Regelungsnormal-

form wie im kontinuierlichen Fall:
12

Die Beobachtungs- und Jordannormalform entsprechen ebenfalls den kontinuierlichen Gegen-
stiicken. die Koeffizienten der z-Ubertragungsfunktion lassen sich hier ebenfalls direkt aus den
Zustandsmatrizen ablesen.

3 Zusammenhang kontinuierliche <> diskrete Zustandsraumdarstellung
Wir integrieren zunichst ein skalares System 1. Ordnung

z(t) = ax(t) + bu(t) mit x(0) = xo



3 Zusammenhang kontinuierliche <+ diskrete Zustandsraumdarstellung

im Intervall [0, T]. Durch Laplace-Transformation erhalten wir die Losung im Bildbereich:
13

T sei die Schrittweite des Halteglieds am Eingang, so dass u(t) =const. im Intervall [0, 7] gilt.

Die Riicktransformation in den Zeitbereich liefert unmittelbar die Losung
14

Verschieben wir den Startzeitpunkt der Integration von 0 auf ¢, = kT ergibt sich

15

Fiir den vektoriellen Fall ist es naheliegend, die gleiche Struktur der Losungsgleichung anzuset-
zen und die skalaren Grofien durch Vektoren oder Matrizen zu ersetzen. Dies fuhrt rein formal
auf die Beziehung

16

Wir haben also mit dem Halteglied am Eingang und idealer Abtastung am Ausgang

17

eine zeitdiskrete Ersatzbeschreibung wie in Licke 1, die das Systemverhalten zu den Abtast-
zeitpunkten t; exakt beschreibt. Die Systemmatrizen sind also:

18

Dabei ergibt sich allerdings die Schwierigkeit der Definition der Matrix-Exponentialfunktion
e, die auch als Fundamentalmatriz bezeichnet wird. Sie muss in Analogie zum skalaren Fall



4 Berechnung der Fundamentalmatrix

19

die Bedingung erfiillen. Sie léasst sich wie die skalare e-Funktion als

Taylor-Entwicklkung darstellen:

20

4 Berechnung der Fundamentalmatrix
Die Laplace-Transformation der Zustandsdifferentialgleichung

& = Ax + Bu
y=Cx

mit u(t) = 1(¢) ergibt

21

Wenn Sie die Ergebnisse in den Liicken 16 und 21 vergleichen folgt unmittelbar fiir Aq und By

22

b
Fiir Systeme 2. Ordnung mit einer Systemmatrix A = [Z d] lasst sich Aq dann mit der

Abtastzeit T folgendermaflen berechnen:
23




5 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Beispiel: Gegeben seien die Matrizen

ol e

Dann ergibt sich fiir Aq im Bildbereich

24

Fir By ergibt sich

25

Die Riicktransformation in den Zeitbereich liefert schliefilich
26

5 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Fiir die Steuer- oder Beobachtbarkeit eines diskreten Systems wird wie bei kontinuierlichen
Systembeschreibung die entsprechende Steuerbarkeits- oder Beobachtbarkeitsmatrix gebildet,
die fiir vollsténdige Steuerbarkeit oder Beobachtbarkeit vollen Rang haben muss:



5 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

27

Das zeitdiskrete System (A4, By), das aus dem kontinuierlichen System (A, B) durch Abtastung
mit der Abtastzeit T" entsteht, ist genau dann vollstdndig steuerbar bzw. beobachtbar,

28

« wenn das kontinuierliche System vollstédndig steu-

erbar bzw. beobachtbar ist

o und wenn fiir die Abtastzeit nach der bekannten Forderung des Abtasttheorems gilt
29

mit wj max als den betraglich gréfiten Imaginarteil aller auftretenden komplexen Eigen-
werte.
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