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Ausblick auf das dynamische Verhalten von Systemen

Das dynamische Verhalten von Systemen lésst sich auf zwei Arten beschreiben. Fiir eine schnelle,
approrimative Analyse nutzen wir lineare Analysemethoden. Die resultierende Approximation
der Systemantwort beantwortet die Frage, warum eine Losung bestimmte Eigenschaften hat und
wie das System gedndert werden konnte, um die Systemantwort in eine gewiinschte Richtung
zu lenken. Im Gegensatz dazu erfordert ein prizises Bild der Systemantwort typischerweise
numerische Simulation der nichtlinearen Bewegungsgleichungen. Wir werden uns auf die lineare
Analyse konzentrieren.

Es gibt drei Doménen, um das dynamische Systemverhalten zu untersuchen: die s-Ebene,
den Frequenzgang und den Zustandsraum. Dieses Semester behandeln wir die s-Ebene und
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den Frequenzgang, im néchsten folgt dann der Zustandsraum. Im Folgenden werden einige der
grundlegenden mathematischen Werkzeuge besprochen, die fiir die Analyse in der s-Ebene und
des Frequenzgangs notwendig sind.

1 Systemantwort durch Faltung

Das Superpositionsprinzip besagt, dass fiir ein System, dessen Eingang als eine Summe von
Signalen dargestellt werden kann, die Systemantwort als die Summe der einzelnen Antworten

zu den jeweiligen Signalen dargestellt werden kann. Beispiel:
1

Die Systemantwort eines linearen Systems zu einem beliebigen Signal lésst sich also bestimmen,
indem ein Signal in die Summe von elementaren Komponenten zerlegt wird und die jeweiligen
Antworten wieder summiert werden. Die iiblichen Kandidaten fiir elementare Signale sind der
Impuls (siehe Beispiel in Abbildung 1) und die Exponentialfunktion.

Der kurze Impuls

wo={ b 0zte

Ao
0, somnst

fithre zu der Systemantwort h,(t). Die Systemantwort zum Zeitpunkt nA zum Eingang
A-u(kA)-p(nA —kA) ist dann
2

Aus der Superposition ergibt sich die gesamte Systemantwort zu einer Serie von Impulsen zur
Zeit t zu

3

Fir den Grenziibergang A — 0 wird der kurze Impuls immer kiirzer und hdher, wobei die
Fléche konstant bleibt. Wir haben dann das Konzept des Impulssignals (), das uns erlaubt,
kontinuierliche Signale zu behandeln. Es gilt also
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Abbildung 1: Systemantwort auf eine Reihe von kurzen Impulsen, [FPE10, Fig. 3.1, Seite 96]

Der (Dirac’sche) Impuls 6(¢) hat folgende Eigenschaften:
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Falls f(t) kontinuierlich ist, dann wirkt der Impuls als ,,Sieb*:

6

Die Funktion f kann also als eine Summe von Impulsen dargestelt werden. Ersetzt man in

obiger Gleichung f durch u, dann ist somit u eine Summe von Impulsen:
7

Daraus folgt, dass man die Antwort eines linearen Systems zu einem beliebigen Signal durch
Superposition aus der Systemantwort zu einem Einheitsimpuls bestimmen kann. Falls das
System zeitinvariant ist, dann ist die Impulsantwort durch h(t — 7) gegeben, weil die Antwort
zum Zeitpunkunkt ¢ zu einem Impuls zum fritheren Zeitpunkt 7 nur von der vergangenen Zeit
t — 7 abhéngt. Fiir zeitinvariante Systeme ist die Antwort auf einen beliebigen Eingang gegeben
durch das Faltungsintegral:

8

2 Laplace-Transformation

st

Setzt man in das allgemeine Faltungsintegral fiir den Eingang u(t) = e* (s = a + ib komplex)

ein, dann ergibt sich:
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Die Funktion H (s) nennt man Ubertragungsfunktion. Sie ist das Verhiltnis der Laplace-Transfor-
mierten des Ausgangs Y (s) zur Laplace-Transformierten des Eingangs U(s) mit der Bedingung,
dass alle Anfangsbedingungen des Systems gleich Null sind, das heifit es gilt

10

H(s) ist die Laplace-Transformierte der Einheitsimplusantwort h(t), denn die Laplace-Transfor-
mation ist definiert als

P(s) = £ 0} = [ 1)e " at
0

Sie transformiert die Originalfunktion f(t) im Zeitbereich! in die Bildfunktion F(s) im Bildbe-
reich®. Weil die Laplace-Transformierte der Impulsfunktion

L{6(t)} = /5(t)e_5t _ 0=
0

ist, gilt also bei u(t) = 4(t): Y(S) = H(S).

Beispiel

Um beispielsweise die Ubertragungsfunktion des linearen Systems g + ky = u zu bestimmen,
miissen wir die linke und rechte Seite der Differentialgleichung in den Bildbereich transformieren.
Dazu brauchen wir zunéchst die Laplace-Transformation von ¢:

!Zeitbereich: Die Funktionen sind abhéngig von der Zeit ¢
?Bildbereich: Die Funktionen sind abhingig von der komplexen Variable s
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11

Fiir die rechte Seite schreiben wir £{u(t)} = U(s), so dass fiir die Ubertragungsfunktion H(s)
folgt

12

Mochte man die Losung fiir eine bestimmte Eingangsfunktion, zum Beispiel fiir u(t) = e =%

mit a # k bestimmen, dann braucht man die Laplace-Transformierte dieser Funktion
13

und 16st dann nach Y (S) auf:

14

Zur Riicktransformation in den Zeitbereich und auch fiir die Laplace-Transformation gingiger
Funktionen nutzt man tblicherweise eine Korrespondenztafel wie Tabelle 2 zusammen mit den
Rechenregeln in Tabelle 1. In der Tabelle sind - bis auf Nr. 13, 14 und 15 - nur Partialbriiche
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aufgefiihrt, so dass zusammengesetzte Briiche, so wie in diesem Beispiel, erst in Partialbriiche

zerlegt werden miissen, siche Abbildung 5:
15

3 Blockdiagramme als Modellierungswerkzeuge

Unter der Annahme, dass die Anfangsbedingungen Null sind, beschreibt die Ubertragungsfunk-
tion die Beziehung zwischen Eingang und Ausgang:

Y(S) =H(s) U(s)
—— —— N~
Ausgang UF Eingang

Blockdiagramm:

16

Blockdiagramme kénnen kombiniert werden:

17

Die Ubertragungsfunktion fiir eine komplexe Topologien lisst sich durch sukzessive Umformung
und Nutzung der obigne Formeln bestimmen. Weitere Regeln:
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18

Beispiele: Finde die Ubertragungsfunktionen der Systeme in den Abbildungen 2 und 3. Abbil-
dung 4 zeigt die Losung von 2(a) mit Hilfe von MATLAB®.

2
)
1

+
Ro—»@ daal. 1 oY

21

Abbildung 2: Blockdiagramm eines Systems 2. Ordnung, [FPE10, Fig. 3.10, Seite 123]
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Abbildung 3: Beispiel fiir eine Blockdiagrammvereinfachung, [FPE10, Fig. 3.11, Seite 124]
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1 numl=[2]; % Z&ahler G1

2 deni=[1]; % Nenner G1

3 sysGl=tf (numl,denl) 7% definiere Gl
4

5 num2=[4]; % Zahler G2

6 den2=[1 0]; % Nenner G2

7 sysG2=tf (num2,den2) % definiere G2
8

9 % Parallelschaltung G1 und G2:

10 sysG3=parallel (sysGl,sysG2)

11

12 numé4=[1]; % Zahler G4

13 den4=[1 0]; % Nenner G4

14 sysG4=tf (num4,den4) % definiere G4
15

16 % Reihenschaltung G3 und G4

17 sysGb=series(sysG3,sysG4)

18

19 num6=[1]; % Zahler G6

20 den6=[1]; % Nenner G6

21 sysG6=tf (num6,den6) % definiere G6
22

23 % negative Riickkopplung G5 und G6
24 [sysCL]=feedback(sysG5,sysG6,-1)

Abbildung 4: Matlab-Skript aus [FPE10, Seite 125] zur Berechnung der tibertragungsfunktion
in Abbildung 2(a) mit den Bezeichnungen im abgebildeten Blockdiagramm.
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Anhang

Tabelle 1: Rechenregeln fiir die Laplace-Transformation

Linearitétseigenschaft
Ahnlichkeitssatz

Verschiebungssatz

Déampfungssatz

Differentiation im Zeitbereich

2-fache Differentiation Z’bereich

n-fache Differentiation Z’bereich

Differentiation im Bildereich

n-fache Differentiation im B’bereich

Integration im Zeitbereich

Faltungssatz

1. Grenzwertsatz

2. Grenzwertsatz

t
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Tabelle 2: Einige Korrespondenzen der Laplace-Transformation

o
Ne.  f(8),t>0 F(s) = / F(t)est dt
0
1 o(t) 1
1
2 h(t) oder 1(t) -
s
1
3 13 2
n!
n _—
4 t",n=1,2,3, S,
1
efat
g s+ a
|
e~ =1,2,3,... "
0 " (s +a)tl
7 cos wot 5
0 $2 +wd
8 sin wot 0
0 $2 +wd
s+a
e ™% coswpt
I 0 (s+a)?+wi
—at - wo
e % sin wot
10 0 (s+a)?+wi
11 tCOSW t M
" (s° + wp)?
12 t sin wot 2wo8
’ (s° + wp)?
a
1—e LN
13 s(s+a)
at CL2
e t—1 _
14 ta s2(s +a)
2 2
15 1 — e *(coswot + 2 sin wot) o+ b
wo s ((s+a)2 +w(2))
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Z(x)
N(x)

Eine echt gebrochenrationale Funktion vom Typ f(z) = ldsst sich schrittweise wie folgt

in eine Summe aus Partialbriichen zerlegen:

1. Zunéchst werden die Nullstellen des Nennerpolynoms N(x) nach Lage und Vielfalt be-
stimmt.

2. Jeder Nullstelle wird ein Partialbruch in folgender Weise zugeordnet, wobei konjugiert
komplexe Nullstellen zum entsprechenden reellen quadratischen Term zusammengefasst
werden kénnen:

A
T1: Einfache Nullstelle —
r — I
A A
T1: Zweifache Nullstelle — ! 2
x—x1 (r—mx1)2
A A A
T1: r-fache Nullstelle — L 2 + .- r
x—mx (r—1x1)? (x —x)"
Ax+ B
22 4+ ax + b: 1-facher quadratischer Term — QL
x*+ar+b
A B A B
(% + az +b)%:  2-facher quadratischer Term — . f; +1b 2 ima—; —1—26)2
A B A B
(22 4+ ax +b)":  r-facher quadratischer Term — #tn—l—lb e m

Z(z)

ist dann als Summe aller Partialbriiche
N(x)

3. Die echt gebrochenrationale Funktion f(x) =

darstellbar.

4. Konstanten durch Koeffizienten- Vergleich, oder bei einfachen Nullstellen auch durch
FEinsetzen der Nullstelle bestimmen.

Abbildung 5: Algorithmus zur Partialbruchzerlegung aus [Papll, Seite 469]
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