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1 Differenztests [Papll, Teil 1ll, Kapitel 4.5.3.2]

e Gegeben

— Zwei verbundene einfache Stichproben

10

1
Xl"" ,Xn und Yl’ ...,Yn

2
i BOG) =, BOY) =
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1 Differenztests

o Hypothesenpaare:
3

a) Hy: puy = iy Hy:py # 1y
b) Hy: py = py (oder py > pp) Hy: py < iy

¢) Hy: py = py (oder py < pp) Hy: piy > py

o , Trick™:
4
- Ubergang zu Zi=Xi=Y
5
— mit| BEZD=p=p—

= FEinstichprobentests mit y = O:

6
a) Hy u=20 Hi:pu+#0
b) Hy: u=0 (oder u>0) H;: u<0

c) Hi: uy=0(oder u<0) Hi: u>0

e Anderung gegeniiber Einstichproben-- und approximativem Gauf-Test:
Berechnung der Testfunktion v in Schritt 2:

Voraussetzung anzuwendender Test Testfunktionswert
7
z
. o v=
Z; normalverteilt Einstichproben-¢-Test | 7 \/Z
1 )2
n—1 i§1 (Z’ 2)

X, Y; dichotom approximativer GauBtest v=—

mindestens 5 der z; > 0 Y 22
. ]

mindestens 5 der z; < 0 i=1

Z; beliebig verteilt approximativer Gauf3test 1 i( z, — 2)>
n> 30 n—1 S




1 Differenztests

o Alternative Berechnugnsméglichkeit fiir v, falls X, Y; dichotom:

9

Bedingungen an z; dann: hor 25 und hyg 25

e Beispiel: Aufgabe 14.12 in [BBK12]:
500 zufillig ausgewdhlten Bundesbiirgern wurden die beiden Fragen vorgelegt, ob sie

a) den Bau weiterer Kernkraftwerke befiirworten oder ablehnen,
b) ein Energiesparprogramm fiir notwendig erachten oder nicht.

Dabei ergaben sich folgende Daten: 236 Personen befiirworten den KKW-Bau, von denen 71 das
Sparen befiirworten. Insgesamt befiirworteten 217 Personen das Sparen.

Testen Sie zum Signifikanzniveau @ = 0.05 die Hypothese H,,, dass die Anteile p; bzw. p, der
Personen, die den Bau weiterer Kernkraftwerke ablehnen bzw. ein Energisparprogramm fiir not-
wendig ansehen, gleich grof sind gegen H,: p; > p,

Losung: Definition der Zufallsvariablen X, Y; mit:

10

1 i-te Person lehnt KKW-Bau ab

11

1 i-te Person befiirwortet Sparen

Yl’ ,}7500 ~ B(l,p2) mit X[ = {
0 sonst

yi=0 yi=1 ‘Z

=0 165

118 146 264

Z 283

13

Hypothesenpaar: Hoy: py=pa Hy: py > py




2 X* -Test fiir die Varianz

14

Fall: Differenztest auf Basis approx. Gaufitest, Fall c)
15 "
VOrauSSCtZungen erfullt. hOl = 71 Z 5, h,]o = 118 Z 5
16
L *= 0.05
17
, V= A8 54
: V118471
18
19
4 | VE B = H, verwerfen

Interpretation: Zum Signifikanzniveau 5 % kann statistisch bestitigt werden, dass der Anteil der
KKW-Gegner grofier als der der Sparbefiirworter ist.

2 ¥? -Test fiir die Varianz [Papll, Teil Ill, Kapitel 4.5.4]

20

e Gegeben: einfache Stichprobe X5 eos Xy ~ N(p, 0)

e Hypothesenpaare:

21
a) Hy: 62=O'(2) H1:O'2;é0'(2)
b) Hy: o> = o} (oder ¢* > 03) Hy: 6* < o

L2 2 2 2 .2 2
¢) Hy: 0~ =0y (oder 6” <o) H: 6° > o

e Vorgehensweise:

22

a
Schritt 1: Ein Signifikanzniveau festlegen.

Schritt 2: Testfunktionswert v in Abhéngigkeit von u bekannt / unbekannt berechnen:



2 X* -Test fiir die Varianz

23

n
Lz 3 (x; — w)? fiir ¢4 bekannt
O —
U= 0 j=1 )
2
("_12” = Lz Y (x; —x)* fiir  unbekannt
o, % =1

Schritt 3: Verwerfungsbereich festlegen:
24

B= [0, xa/z) U (xl_a/z, 00) lm Fall LiiCke 213)
B=10,x,) im Fall Liicke 21b)
B = (x,_,, ) im Fall Liicke 21c¢)

Fraktilswerte entnehmen aus

25

2
- | X -Verteilung bei u bekannt
26 >
- | ¥ (=1 -Verteilung bei ;1 unbekannt
27
Schritt 4: H,, genau dann ablehnen, wenn veB gilt

o Beispiel ([Papl1, Seite 592]): Bei der Serienherstellung von Schrauben mit einer bestimmten

Linge kann die Zufallsvariable

X = Ldnge einer Schraube

als eine normalverteilte Grofe betrachtet werden. Aufgrund langjahriger Erfahrungen weif man,
dass die Standardabweichung einen Wert von o, = 1.2mm besitzt. Eine zu Kontrollzwecken
entnommene Zufallsstichprobe vom Umfang n = 25 ergab jedoch eine empirische Standardab-
weichung von s = 1.5 mm. Kann diese Abweichung noch durch zuféllige Schwankungen erklért

werden, oder ist sie bei einem Signifikanznivau von 1 % signifikant?

28

H: o> < 63 = 1.44 mm>,
.2 2 5
Hypothesenpaar H,: 0" > 0o =144mm

29
Fall: Liicke 21c¢)



3 Zweistichprobentests

30

a=0.01

31

2 2
,_(=Ds _@5-1D-15°
o 1.44

32
(n—1): x_, = Xp90 =43
= B = (43, )

I v=2375¢& B=(43,0) = H| nicht verwerfen,
Abweichung s = 1.5mm bzw. s*> = 2.25 mm?

von oy = 1.2 mm bzw. 6(2) = 1.44 mm?

ist auf dem Signifikanzniveau o = 0.01 zufallsbedingt

3 Zweistichprobentests [Papl1, Teil Ill, Kapitel 4.5.3.3]

e Gegeben:

Zwei unabhingige einfache Stichproben

3

4
Xy, ..., X, und Y, ... Y,

>ty

mit
35
Stichprobenumfingen ny und ny
36
Erwartungswerten E(X;) = p; und E(X;) = p
37
Varianzen | Yar(X;) = G% und Var(Y;) = g%




3 Zweistichprobentests

38

— Stichprobenmittel Xund Y

39

2 2
— Stichprobenvarianzen| 57 und S5

e Gesucht: Aussagen iiber den Vergleich der Erwartungswerte

e Hypothesenpaare:
40

a) Hy: py =y Hy:py # py
b) Hy: py = pp (oder py > pp) Hyt py < py

¢) Hy: py = pp (oder puy < pp) Hyt py > py

e Vorgehensweise:

41

a
Schritt 1: Ein Signifikanzniveau festlegen.

Schritt 2: Testfunktionswert v geméB Tabelle 1 auf Seite 8 berechnen

Schritt 3: Verwerfungsbereich festlegen:
12

B= (—00, xl_a/z) U (xl_a,/z, 00) lm Fall LiiCke 403)
B = (—00,—x_,) im Fall Liicke 40b)
B = (x;_,, ) im Fall Liicke 40c)

Fraktilswerte aus der Spalte ,,Verteilung von Vunter y; = u,* in Tabelle 1 entnehmen.

43

Schritt 4: H, genau dann ablehnen, wenn veb gilt



3 Zweistichprobentests
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o Beispiel: Zwei Werkzeugmaschinen sollen anhand Threr Ausschussrate verglichen werden. Es
werden zwei unabhingige Stichproben genommen: 80 Teile von Maschine 1, von denen 20 Aus-
schuss sind und 100 Teile von Maschine 2, von denen 50 Ausschuss sind. Lasst sich zum Signifi-
kanzniveau 10 % anhand dieser Stichproben nachweisen, dass Maschine 1 weniger Ausschuss als

3 Zweistichprobentests

Maschine 2 liefert?

— Zufallsvariablen, Verteilung:

46

47

0 sonst

. 1 Teil i Ausschuss
Yl’ ’Yl()O ~ B(l’pl) mit Yl =

0 sonst

mit

Hypothesenpaar:

49

Fall:

80 100

D x;=20und )y =50

i=1 i=1

48

1 Teil i Ausschuss

Hy: p; > p, gegen Hy: p; < p,

Approx. Zweistichproben-Gaufitest, Fall Liicke 40b)

Voraussetzung gemif3 Tabelle 1:

50

Nr.

51

52

54

3. erfiillt: 5<10<75,5<50<95

a=0.1
i:@=0.25,)7=£=0.5
80 100

0.25-0.5

(20+50)(80+100—-20-50)
(804100)-80-100

=342

53
N, 1): x;_, = Xpo = 1.282 = B = (—c0, —1.282)

v € B = H, verwerfen, d.h. p; < p, bestiitigen



4 X*-Anpassungstest

4 x*-Anpassungstest [Pap11, Teil Ill, Kapitel 5.3]

55

e Gegeben: Finfache Stichprobe X1, ..., X, mit Verteilungsfunktion F

e Hypothesenpaar:
5

6
H,: F = F, (hypothetische Verteilungsfunktion)
H,: F# F,

e Grundgedanke:

57 58

Merkmalsachse in moglichst viele Intervalle und

Unterteile die

59

vergleiche fiir jedes Intervall die tatsidchliche mit der theoretischen (aus F; errech-
60 . .
neten) Haufigkeit
e Vorgehensweise
61 p
Schritt 1: Ein Signifikanzniveau festlegen.

Schritt 2: Den Testfunktionswert v wie folgt ermitteln:

2.1: Die x-Achse in k > 2 disjunkte, aneinander angrenzende Intervalle
62

Al = (_00, Zl]7A2 = (Zl, Z2]9 9Ak = (Zk—l, 00)

unterteilen.
63

2.2: Fiir jedes j=1 ok die Anzahl 4 der in A, liegenden Stichprobenwer-

te notieren.
64

j=1,....k

2.3: Fiir jedes die Wahrscheinlichkeit

65

pj= X e Aj | £o) berechnen, das heif3t dass ein Beobachtungs-

wert zum Merkmal X in das Intervall A; fillt, wenn G ~ F; beziiglich X ist.

2.4: Testfunktionswert berechnen:

66
J
p=) Lt —1-=-%"_n
j=1 np; 321 Pi

k (h_npj)z_l k hJZ

10



4 X*-Anpassungstest

67

68

Xy 2
Schritt 3: Mit dem Fraktilswert | = '~ der | A7 (k=1) -Verteilung den Verwerfungs-
69
bereich | B = X1-w ) festlegen.
70
. VEB .
Schritt 4: H, genau dann ablehnen, wenn gilt.

e Bemerkungen:

(i) Test nur anwendbar, wenn
71

np; > 5 bzw. h; >S5firalle j=1,...,k

Falls nicht erfiillt = Intervalle zusammenlegen!

72
(i) Im Allgemeinen sinkt die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 2. Art , wenn k steigt.

(iii) Falls diskrete Verteilung:
— pro Auspriagung ein Intervall, falls (i) erfiillt
— Schritt 2.1 entfillt

e Beispiel: Gegeben ist folgendes Stichprobenergebnis:

[0 1 2

; 3
\1256

a.

h

4 5
8 8

73
Priife zum Signifikanzniveau 5 %, ob G ~ B(20,0.15) gilt. Voraussetzung 30p; 25

priifen wir in Schritt 2.3.

74

L] *= 0.05

2. Testfunktionswert v berechnen:

75

A; gegeben

2.1 (sofern Voraussetzung Liicke 71 erfiillt)

76

h; gegeben

2.2 (sofern Voraussetzung Liicke 71 erfiillt)

11



Literatur

77

p; = (X <0|Fy) =F,(0) =0.0388
py=P0<X<I1|F) =Fyl) =Fy0) =0.1756—0.0388 =0.1368
py=P1l<X<2|F) =FQ2 -F() =0.4049—0.1756=0.2293
pa=P2<X<3|F) =FQB) -F2) =0.6477-0.4049 =0.2428
ps=P3<X<4|F) =Fy4) -Fy3) =0.8298-0.6477=0.1821

2.3
De = AX > 5| Fy) =1 —Fy4) =1.0000—-0.8298 = 0.1702

a; 0 1 2 3 4 5
h; 1 2 5 6 8 8
p; |0.0388 0.1368 0.2293 0.2428 0.1821 0.1702

30p; | 1.164 4.104 6879 7.285 5463 5.106

78 -
Die | c1sten beiden Intervalle erfiillen 30p; > 5 nicht!

= Zusammenlegen!

j | (o0 1] (1,2] 23] (34 (4]
h; 3 5 6 8 8
p; | 0.1756  0.2293 0.2428 0.1821 0.1702

79

U_L(32+52+62+82+82
© 30701756 0.2293 © 0.2428 © 0.1821 = 0.1702

)—30=4.53
24

80

3 | @) x)_g = X005 = 949 = B = (9.49, )

81

4 v & B = H,, nicht verwerfen.
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