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1 Einleitung

e Unbekannter Parameter soll auf Basis einer Stichprobe geschétzt werden.
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v

e Schatzwert:
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@ 2 Grundbegriffe
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o Vorgehen: Verwendung einer Schdtzfunktion 0 =g(X1,...,Xn)
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= Schitzwert | U ist Realisierung der Zufallsvariablen 6

Im Folgenden werden wir Kriterien kennenlernen, um Schétzfunktionen zu beurteilen und zu
konstruieren. Wir gehen immer, falls nichts anderes gesagt wird, von einer einfachen Stichprobe
aus, das heiit Xq,..., X, sind i.i.d.

2 Grundbegriffe [Papll, Teil 1l1l, Kapitel 3.2]

Erwartungstreue

o FEine Schatzfunktion
6

A

@:g(Xl,...,Xn)

heifit erwartungstreu oder unverzerrt fir o, falls:

7

E(0) =9

8

lim E(O) =1
o Falls nur gilt

so heiBt @ asymptotisch erwartungstreu fir 0.

o Beispiel Wir untersuchen folgende Funktionen auf Erwartungstreue:

. _ . X1+ X . 1 &
Or=X, ="t G- 3 X

A~ —

1. | E(@1) = E(X) = p = erwartungstreu

X1+ X, 1

) = 5(BX) + B(Xa) = - (1t 1) =

E(03) = E( 5

2. | = erwartungstreu
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A 1 n 1 n n
B(O3) = B(—— > Xp) = —— Y B(X) =
i=1 i=1

= nicht erwartungstreu, aber wegen

3. lim (

n—oo'n — 1

) = p

asymptotisch erwartungstreu.

Wirksamkeit

e Welche der erwartungstreuen Schatzfunktionen ist ,,besser“?

e Von zwei erwartungstreuen Schitzfunktionen @1 und @2 fir 9 heifit @1 wirksamer
als Os, falls:

12

Var(01) < Var(6y)

o Beispiel:
13
A — 0’2
Var(61) = Var(X) = o Var(03) = ] Var(X)
X Xi+X, 1 2
Var(6s) = Var(%) = Z(02 +0%) = %

= Falls n > 2 ist: Var(0;) < Var(O)

A

= @1 wirksamer als €5

Erwartungstreue und Wirksamkeit
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wirksamste erwartungstreue

Verteilung von G v Schatzfunktion
14

unbekannt u X
B(1,p) p(=p) X
N(u,0), o bekannt / unbekannt 1 X

2 RS 2
N(u,0), p bekannt o o Z(Xz — )

=1

N(p,0), p unbekannt o2 52

Konsistente Schatzfunktionen

e Eine Folge von Schéitzfunktionen 01,0,,...,0, geméf
15

é?) = gl(le' . aXn)

heifit konsistent fiir ¥}, wenn fiir alle ¢ > 0 gilt:
16

P(‘én—ﬁ‘ >c) —— 0

n—oo

Das heifit, die Wahrscheinlichkeit, ¢ deutlich zu verfehlen, geht gegen 0.
e Mit der Tschebyscheff-Ungleichung

P(X — B(X)| > ¢) < VoK)

c2

ergibt sich die hinreichende Konsistenzbedingung;:
17

E(6,) =9 und lim Var(0,)=0

n—oo

o Beispiel: Ist X, konsistent fiir ;?

18

E(Xn) =M
2

Var(X,,) = < — > 0 = konsistent
n n—oo



@ 3 Maximum-Likelihood-Prinzip

3 Maximum-Likelihood-Prinzip [Papll, Teil Ill, Kapitel 3.3]

Gegeben:
19
e Ergebnis einer einfachen Stichprobe (@1, 5 2n)
20
o Likelihoodfunktion f(@r, s anld)

Beispiel:

21

« G~BLp) = file)=| PO

e p ist unbekannt
o Einfache Stichprobe mit n =2
= Likelihoodfunktion:

22

f(x1,22|p) = fi(x1) - fa(w2) (wegen Unabhéngigkeit)
=p"(1—p) " p2(1—p)tT*
=ptP(1—p

)2—$1—$2

23

2
o Stichprobenergebnis (0,1) = f(0,1p) =p(l—p)=p—p

Gesucht:
Schatzwert 9, der ,am besten zu (z1,...,x,) passt®

Maximum-Likelihood-Prinzip (ML-Prinzip):

« Wihle 9 so, dass fiir alle moglichen ¥-Werte gilt:

24
flxy,..o xn|0) > flxg, ..., z0|0)

e Maximierung: 1. Ableitung zu Null setzen und 2. Ableitung < 0 priifen.
e Maximierung fiir:

— konkretes Stichprobenergebnis (zum Beispiel (0,1))

2

5
= ML-Schétzwert
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— allgemeines Stichprobenergebnis (zum Beispiel (x1,x2))
26

= ML-Schétzfunktion

27

logarithmierten

e Maximierung der Likelihoodfunktion liefert das selbe Er-

gebnis, ist aber oft einfacher:
28

I (21, 2ald) > In f(1,..., 20])

29

Inx

Das ist moglich, weil streng monoton mit x wachst.

Typische Vorgehensweise bei der ML-Schatzung

30

1. Likelihoodfunktion aufstellen:

flxy,. ..., xpn]0)

31

9. gegebenenfalls logarithmieren: In f(x1,...,z,|0)

32
0 !
% [ln]f(mla s 7xn|19) =0
3. Erste Ableitung nullsetzen:

33

0? ?
992 ] f(z1,...,2.[0) <0

4. Vorzeichen der zweiten Ableitung priifen:

Achtung: Losung meist per Ableitung, es gibt aber Ausnahmen!
Beispiel Seite 5: f(x1,z2|p) = p™ T#2(1 — p)?> 172 bzw. f(0,1]p) = p — p*

o Konkreter Schatzwert:
34

0 ! 1
apf( p) P =3

0? 1
a2 f(0,1p) =-2<0=p= §ist ML-Schétzwert

e Schétzfunktion: Logarithmieren sinnvoll
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— Logarithmieren:
35

In f(x1,22|p) = (21 + 22) In(p) + (2 — 21 — x2) In(1 — p)

— Ableiten und nullsetzen:

36
0 T1+x2 2—11— T2 |
— In f(z1,22|p) = - =0
o ( p) " T
& (1 +x2)(1—p)=2—21 —22)p
®x1+x2:2p:>ﬁ:x1;$2

— 2. Ableitung priifen:

37
0? X1+ X2 2—x1 — T9
~ = — — 0
apg Hf($1,$2|p> p2 (1 _p)2 <
1
=p= 5(9:1 + x2) = T ist ML-Schéatzfunktion
Maximume-Likelihood-Schatzfunktionen
Verteilung von G 9 ML-Schéatzfunktion
38
B(1,p) p(=mn) X
Ezp(\) p X
Eip()) o2 72
P(p) 7 X
N(u,0), o bekannt / unbekannt i X
n
N(u,0), p bekannt o? — Z(XZ — p)?
=1
1 & =19
N(p, o), p unbekannt o? n Z(XZ - X)
i=1
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Hilfreicher Satz fiir ML-Schatzung:

Ist h eine streng monotone Funktion und ist @ eine Maximum-Likelihood-

A

Schétzfunktion fiir den Parameter ¥, so ist die Stichprobenfunktion h(©) eine
Maximum-Likelihood-Schétzfunktion fiir den transformierten Parameter h(1}).
e Hinweis: A kann streng monoton wachsend oder fallend sein.
o Beispiele:

39

— O ML-Schétzfunktion fir 0% = \/5 ML-Schétzfunktion fiir o

1
— Ist G ~ Exp()), so ist < ML-Schétzfunktion fiir A\. Grund:

40

= h(p) mit h streng monoton fallend
1

4 Ubungsaufgaben

Aufgabenblatt und [Papll, Seite 641f: Zu Abschnitt 2 alle Aufgaben, zu Abschnitt 3 Aufgaben
1),2),3)].
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