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Aufgabe 1: Reviewfragen

(a) Was ist der Unterschied zwische deskriptiver und induktiver Statistik?

(b) Was versteht man unter einer einfachen Stichprobe?

(c) Welchen Wert nimmt die Varianz des Stichprobenmittels Var(𝑋̄) für eine einfache Stichprobe
𝑋1, … , 𝑋𝑛 mit beliebiger Verteilung und Var(𝑋𝑖) = 𝜎2 an, wenn 𝑛 → ∞?

(d) Was ist die Likelihoodfunktion 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛|𝜗)?

(e) Wie wird die Likelihoodfunktion 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛|𝜗) bei einer einfachen Stichprobe 𝑋1, … , 𝑋𝑛 be-
stimmt? Was bedeutet hier 𝜗? Geben Sie ein Beispiel für 𝜗.

(f) Unter welcher Voraussetzung für die einfache Stichprobe 𝑋1, … , 𝑋𝑛 gilt für ihre Stichprobenva-
rianz

𝑛 − 1
𝜎2 𝑆2 ∼ 𝜒2(𝑛 − 1)?

Welchen Wert haben unter dieser Voraussetzung Erwartungswert und Varianz E(𝑇) und Var(𝑇)
mit

𝑇 =
𝑋̄ − 𝜇

𝑆
√𝑛?

(g) Wie hängen Erwartungswert der Stichproben-Standardabweichung E(𝑆) und die Standardabwei-
chung 𝜎 zusammen?
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Aufgabe 2: Likelihoodfunktion

Sie machen eine Blitzumfrage in Ihrem Umfeld, ob jemand raucht oder nicht. Sie bekommen folgen-
de Antworten: Raucher, Nichtraucher, Raucher, Nichtraucher, Nichtraucher. Fassen Sie die Blitzum-
frage als einfache Zufallsstichprobe „mit Zurücklegen“ auf. Bestimmen Sie die Likelihoodfunktion
𝑓(𝑅, 𝑅̄, 𝑅, 𝑅̄, 𝑅̄|𝑝), wobei 𝑝 der Anteil der Raucher ist.

Aufgabe 3: Likelihoodfunktion

Gegeben sei eine einfache Stichprobe 𝑋1, … , 𝑋𝑛 mit

(a) 𝑋𝑖 ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜆) (b) 𝑋𝑖 ∼ 𝑃(𝜇) (c) 𝑋𝑖 ∼ 𝐵(1, 𝑝)

Geben Sie jeweils die Likelihoodfunktion 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛|𝜗) in kompakter Form an. Verwenden Sie falls
möglich das Produktsymbol ∏ und/oder Summensymbol ∑.

Aufgabe 4: Erwartungswert und Varianz von Stichprobenfunktionen

Leiten Sie für die einfache Stichprobe 𝑋1, … , 𝑋𝑛 mit E(𝑋𝑖) = 𝜇 und Var(𝑋𝑖) = 𝜎2 jeweils den Erwar-
tungswert und die Varianz folgender Stichprobenfunktionen her:

(a) 𝑋̄ = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑋𝑖 (b) 𝑌 =
𝑋̄ − 𝜇

𝜎
√𝑛

Aufgabe 5: Fraktile

𝑋𝑖 (mit 𝑖 = 1, … , 𝑛) seien unabhängige, jeweils 𝑁(𝜇, 𝜎)-verteilte Zufallsvariable. Geben Sie für jede
der folgenden Größen die Zahl 𝑥0.95 an, die mit 5 % Wahrscheinlichkeit überschritten wird (zumBeispiel
für (a): 𝑃(𝑥0.95 < 𝐴) = 0.05).

(a) 𝐴 = 1
𝜎2

7

∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝑋̄)2

(b) 𝐵 = 1
𝜎2

137

∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝑋̄)2

(c) 𝐶 = 1
𝜎2

12

∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝜇)2

(d) 𝐷 =
∑16

𝑖=1 𝑋𝑖 − 16𝜇
4𝑆

(mit 𝑆2: Stichprobenvarianz von 𝑋)

(e) 𝐸 =
∑1600

𝑖=1 𝑋𝑖 − 1600𝜇
40𝑆

(f) 𝐹 =
9

∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 𝜇
3𝜎
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Lösung Aufgabe 1:

Lösung Aufgabe 2:

𝑓(𝑅, 𝑅̄, 𝑅, 𝑅̄, 𝑅̄|𝑝) = 𝑓(𝑅) ⋅ 𝑓(𝑅̄) ⋅ 𝑓(𝑅) ⋅ 𝑓(𝑅̄) ⋅ 𝑓(𝑅̄) = 𝑝2(1 − 𝑝)3

Lösung Aufgabe 3:

(a) 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛|𝜆) = 𝜆𝑛e−𝜆 ∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖 = 𝜆𝑛e−𝜆𝑛𝑥̄

(b) 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛|𝜇) =
𝜇∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖e−𝑛𝜇

∏𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖!

=
𝜇𝑛𝑥̄e−𝑛𝜇

∏𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖!

(c) 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛|𝑝) = 𝑝∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖(1 − 𝑝)𝑛−∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖 = 𝑝𝑛𝑥̄(1 − 𝑝)𝑛 (1−𝑥̄)

Lösung Aufgabe 4:

(a)

E(𝑋̄) = E(1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑋𝑖) = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

E(𝑋𝑖) = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜇 = 1
𝑛

𝜇
𝑛

∑
𝑖=1

1 = 𝜇

Var(𝑋̄) = Var(1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑋𝑖) =
𝑛

∑
𝑖=1

1
𝑛2 Var(𝑋𝑖) = 1

𝑛2

𝑛

∑
𝑖=1

𝜎2 = 𝑛
𝑛2 𝜎2 = 1

𝑛
𝜎2

(b)

E(𝑌) = E(
𝑋̄ − 𝜇

𝜎
√𝑛) =

E(𝑋̄) − 𝜇
𝜎

√𝑛 =
𝜇 − 𝜇

𝜎
√𝑛 = 0

Var(𝑌) = Var(
𝑋̄ − 𝜇

𝜎
√𝑛) = 𝑛

𝜎2 Var(𝑋̄) = 𝑛
𝜎2

𝜎2

𝑛
= 1

Lösung Aufgabe 5:

(a) 𝐴 ∼ 𝜒2(𝑛 − 1) = 𝜒2(6)

𝑃(𝐴 < 𝑥0.95) = 𝐹(𝑥0.95) = 0.95
Tabelle 1 im Skript: 𝑥0.95 = 12.59
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(b) 𝐵 ∼ 𝜒2(𝑛 − 1), 𝑛 > 30 ⇒ Näherung mit 𝑥̃0.95 aus 𝑁(0, 1)–Verteilung:

𝑥̃0.95 = 1.64 + 0.01 0.95 − 0.9495
0.9505 − 0.9495

= 1.645

𝑥0.95 = 1
2

(𝑥̃0.95 + √2 ⋅ 136 − 1)2

= 164

(c) 𝐶 ∼ 𝜒2(𝑛) = 𝜒2(12), 𝑥0.95 = 21.03

(d) 𝐷 ∼ 𝑡(𝑛 − 1) = 𝑡(15), 𝑥0.95 = 1.753

(e) 𝐸 ∼ 𝑡(1599) ≈ 𝑁(0, 1), 𝑥0.95 = 1.645,

(f) 𝐹 ∼ 𝑁(0, 1), 𝑥0.95 = 1.645
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