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Aufgabe 1: Reviewfragen

(a) Wie sind Modus, Median und a-Fraktil definiert?

(b) Wie lasst sich das a-Fraktil bestimmen, wenn der exakte Wert nicht vertafelt ist?
(c) Beschreiben Sie eine konvexe / konkave Funktion.

(d) Was ist die Varianz / Standardabweichung einer Zufallsvariablen?

(e) Was ist der Unterschied zwischen Stichprobenmittel X und Erwartungswert E(X)?

(f) Wie ldsst sich fiir diskrete Zufallsvariablen X, Y die Rand-Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) von
f(x, y) bestimmen?

(g) Was besagt der zentrale Grenzwertsatz?

Aufgabe 2:

Bestimmen Sie Erwartungswert, Varianz, Modus und Median folgender Verteilungen der Zufallsvaria-
blen X:
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(c) X stetig mit
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Aufgabe 3:

Die diskreten Zufallsvariablen X und Y sind unabhéngig und wie folgt verteilt:
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Bestimmen Sie die fehlenden Einzelwahrscheinlichkeiten und dann die Tabelle der gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsfunktion f(x;, y;).

Aufgabe 4:

Gegeben ist die unvollstindige Verteilungstabelle der diskreten zweidimensionalen Zufallsvariablen

X,Y)

Y
0 1 2
X
2 0.07 0.2
3 0.15 0.175
4 0.105 0.09 0.3
0.3

Bestimmen Sie die fehlenden Einzelwahrscheinlichkeiten und dann f(x;), f>(y j), E(X), Var(X), E(Y),
Var(Y). Sind X und Y unabhingig?

Aufgabe 5:

Die Verteilung einer stetigen zweidimensionalen Zufallsvariablen (X, Y) hat die Dichtefunktion

kix+y) firl<x<2 2<y<3
f&x,p) =
0 sonst
Bestimmen Sie
(a) die Konstante k,
(b) die Dichten f;(x) und f,(y) der Randverteilungen,
(c) die Erwartungswerte E(X) und E(Y), sowie die Varianzen Var(X) und Var(Y) und

(d) die Wahrscheinlichkeiten A(X <1.6,Y<22)und A1.1 <X <15,23<Y<2.6)
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Aufgabe 6:

Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion

3x2 fir0<x<1
flx) =

0 sonst

Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion H(y) und die Dichtefunktion A(y) fiir die von X abhingige
Zufallsvariable Y = In(X).
Hinweis: Bestimmen Sie in folgender Reihenfolge:

1. den Wertebereich von Y

2. die Verteilungsfunktion H(y) = Y <y) = PIn X < y)

3. die Dichtefunktion h(y) = dlj(y )
y
Aufgabe 7:
+o0
Zeigen Sie, dass fiir Y = g(X) der Erwartungswert E(Y) = E(g(X)) = / g(x) f(x)dx ist.

Hinweis: Gehen Sie der Einfachheit halber davon aus, das g(X) stetig und streng monoton ist. Nutzen
Sie die Erkenntnisse aus der vorigen Aufgabe.
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Losung Aufgabe 1:

(@A) @ Xppoq 1St Maximum der Wahrscheinlichkeits- oder Dichtefunktion (im Allgemeinen nicht
eindeutig, zum Beispiel Gleichverteilung)

o FxXpeq) = %, oder kleinstes x mit F(x) > %

o Fx,)=a
(b) Durch Interpolation.

(c) Konvex / konkav: nach aulen / innen gewdlbt, aus Sicht der x-Achse, z.B. y = x2/ y= \/; fiir
x>0

(d) Die Varianz ist der Erwartungswert der quadratischen Abweichung vom Erwartungswert: Var(X) =
E(X - E(X ))2. Die Standardabweichung ist die Wurzel aus der Varianz.

(e) X ist der Mittelwert, der sich aus einer bestimmten Stichprobe ergibt, E(X) ist der theoretische
Wert, der sich aus der Verteilung ergibt.

m n
) f1x)= Z Sy, [o(y) = Z f(xj,y),fiirZufallsvariablenXund Ymitden Werten x, x5, ..., X,
i=1 j=1
und Yy, ¥o, ..., Yy

(g) Summen von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen sind fiir groe » normalver-
teilt.

Losung Aufgabe 2:

(a) E(X) =2.75, Var(X) = 1.4375, Xpjoq = 2, Xpfeqd = 2

(b) E(X) = 2.3, Var(X) =7.51, Xpjoq = 2, Xpfeq = 2
4 1 1
(©) E(X) = 2. Var(X) = —. xyioq = L e =2 = /5 = 1.2929

Losung Aufgabe 3:

Y
2 4 6 fi1(x;)
0 0.02 | 0.07 | 0.01 0.1
1 0.06 | 0.21 | 0.03 0.3
2 0.12 | 0.42 | 0.06 0.6
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Losung Aufgabe 4:

Y
0 1 2| A

2 0.07 0.06 0.07 0.2

3 0.175 0.15 0.175 0.5

4 0.105 0.09 0.105 0.3

F2()) 0.35 0.3 0.35 1

E(X)=3.1 EX =1 Var(X)=049 Var(Y)=0.7
X und Y sind unabhéngig, weil f(x;,y;) = f1(x;) - f,(y)) fiir alle i, j gilt.

Losung Aufgabe 5:
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Fx,y) = k/ / S yp)dydé = k/ /2 & w)dydé
—00 J —o0 1
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Es muss gelten F(+c0,+0) = F(2,3)=4k=1=>k = i Die Verteilungsfunktion ist somit

%(x2y+xy2—2x2—4x—y—y2+6)

(b)

Fl(x)=F(x,oo):F(x,3)=é(3x2+9x—2x2—4x—3—9+6) =

dFy(x)  2x+5
dx =~ 8
1
F(y) = F(o0,y) = F2,y) = (4y+2y —8-8-y—y"+6)

dF,(y)  2y+3
dy 8

Si1(x) =

L) =

%(x2+5x—6)

- %(y2 +3y - 10)
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(©)

0 2
E(X)=/ x-fl(x)dx=/ x2S 4 =B 5008
- 1

© 8 48

oo 3 2y+3 121
E(Y)z/ y~f2(y)dy:/ v ys dx = = = 2.5208

—o0 2

00 2
E(X?) = / X2 fi(x)dx = / x2-¥dx=z.3958
— 1

o]

Var(X) = E(X?) — (E(X))? = 0.0829
E(Y?) = 6.4375 = Var(Y) = 0.0829

(d AX <£1.6,Y<22)=F(1.6,2.2) =0.102

15 26
Pl1<X<1523<Y< 2.6)=/ / f(x,y)dydx =0.1125
11 J23

Losung Aufgabe 6:
F(x) = x>
.Y=InX=>-0<y<0

2. Hy) = AInX <y)= AX < &) = Fe*) =¥

3¢y fir —co<y<0
3. h(y) = {
0 sonst

Losung Aufgabe 7:
Es sei h(y) die Dichte- und H(y) die Verteilungsfunktion von Y. Es gilt zudem

y=gx)=>x=g"'()) dy=g(x)dx H(y) = Fg ')
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+o0
E(Y)=/ y-h(y)dy

+00 dH
- / ¢(x) diy)g'(")dx

+o0 dF -1
- / g(x)—(‘zy DD ) dx

I ke dF(x)
= /_ . g(X)g, ) dx® () dx

+00 dF
_ / (%) dix) dx

(e ]

+0o0
= / g(x) f(x)dx
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