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@ 1 Verteilungsparameter

1 Verteilungsparameter’

1.1 Lageparameter

Modus oder Modalwert x,;,,: (siche auch [Papl1, Seite 486])

1
S(Xpoq) 2 f(x) fir alle x
Im Allgemeinen nicht eindeutig, zum Beispiel Gleichverteilung.

Beispiele:

2

. XMod = H
o Normalverteilung: Mod

x | 0o 1 2
fx)| 025 05 025

e Diskrete Verteilung mit = | XMoa =1

Median oder Zentralwert x,;.4:
4

F(xpeq) = % bzw. kleinstes x mit F(x) > %

Beispiele:
5 X —
° Normalverteilung:‘ Med = H
i 1 1 3.1
FO)=-<=,F()==>-=>x =1
e Diskrete Verteilung oben: © 4 2 ) 4 2 Med

a-Fraktil x, (wird auch Quantil, oder Perzentil genannt)

! X <x,)=Fx,) =a

[Pap11, Teil II, Kapitel 5]



©)

Beispiel: X ~ N(0,1), Y ~ N(3,2)

8

1 Verteilungsparameter

_ 1.96
X0.975 =
—-X = -1.96
X0.025 = 0975
_ 2 . X0.025 + 3 = —0.92
Yo.025 =
Hinweise:
9
| *os
® XMed =

e Falls x, nicht vertafelt = Interpolation:
10

X = x4 (x, — x )a —-a a  grofite vertafelte Zahl < o
® Ta by g b  Kleinste vertafelte Zahl > «
Beispiel: X ~ N(0,1)
11
0.6 — 0.5987
~| 0.25+(0.26 —0.25) - = 0.2533
%06 +( )" 0.6026 — 0.5987
Erwartungswert E(X) bzw. u:
12
> xi f(xp), falls X diskret
E(X) =
[ x- f(x)dx falls X stetig
Beispiele:

e Normalverteilung: E(X) = u

o Diskrete Verteilung oben:
13

1 1
EX)=0-=+1-=
) 4+ 2

Rechenregeln fiir den Erwartungswert



1 Verteilungsparameter

14

(R1) Ist fsymmetrisch beziiglich a, so gilt E(X) =a

15

a+b

E(X) = >

Beispiel: Gleichverteilung:

(R2) Ist Y= g(X), so gilt

16

> 8(x) f(x), falls X diskret
E(Y) = E(g(x)) =
[ g(x) - f(x)dx falls X stetig

Beispiel: X gleichverteilt in [1,4]

17

1+4
40 1 IR 63
B = gl == 5=

(R3) Lineare Transformation:
18

Spezialfall von (R2) mit g(x) = a+bx: E(a+bX)=a+b-E(X)

(R4) Summenbildung;:

E (Z X,.> = Z E(X,)
i=1 i=1

Beispiel: X gleichverteiltin [0, 10], Y ~ N(1,1), Z = X +5Y

20

E(X +5Y) = E(X) + E(5Y) = E(X) + 5 - E(Y)
E(Z) = _ 1040

5:-1=10
5 +




@ 1 Verteilungsparameter

(R5) Unabhangigkeit:

21
X, Yunabhiingig = ‘ E(X -Y) = E(X) - EQY)

22

<
(R6) Iststets X < Y, so gilt E(X) = E(Y)

(R7) Jensensche Ungleichung: In der Situation (R2) gilt:

23

E(g(X)) 2 g(E(X)), falls g konvex
E(g(X)) £ g(E(X)), falls g konkav

Beispiel: X gleichverteilt in [1,4], g(x) = x2 (vgl. (R2))

24

g(x) ist konvex =

E(g(X)) = E(X?) =7 > 6.25 = 2.5 = (E(X))? = g(E(X))

1.2 Streuungsparameter

Varianz Var(X) oder ¢°: Erwartungswert der quadratischen Abweichung vom Erwartungswert:
25

, Y.(x; — E(X))*f(x;),  falls X diskret
Var(X) = E(X — E(X))" =
[ (x—E(X )2 f(x)dx falls X stetig

Standardabweichung Sta(X) oder o: Sta(X) = ¢ = v/ Var(X)

Beispiel: Diskrete Verteilung oben:

26

1 1 11
0-12 —4+(1-1)% - 24+Q2-1)12-=—
O=D7- 2 +A=-D7-5+Q-D77 =5

Var(X) =

Rechenregeln fiir die Varianz

R1 Verschiebungssatz:
27

Var(X) = E(X2) — (E(X))>
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Beispiel: Diskrete Verteilung oben:
28

1 1 3
EX)=0>-+1*>-=422. - ==

(X% st 2
= E(X?) — (E(X))*> = % -12= % = Var(X)

NI

R2 Lineare Transformation:
29

Var(a + bX) = b* - Var(X)

R3 Summenbildung:

Var <i X,-) = i Var(X;)
i=1

i=1

Voraussetzung: Unabhingigkeit der X!

1.3 Erwarungswert und Varianz wichtiger Verteilungen

Verteilung von X E(X) Var(X)
31
Binomialverteilung B(n, p) hp np(1 — p)
. M M N-M N-n
H . Verteilung Hyp(N, M, = ket S el
ypergeom. Verteilung Hyp( n) n N N N
Poisson-Verteilung P(u) 12 2
Gleichverteilung in [a, b] mita < b a+b (b — a)?
2 12
Exponentialverteilung Exp(4) % %
Normalverteilung N(u, o) u o’

1.4 Weitere Ausagen iiber Erwartungswert und Varianz

1. Ist X beliebig verteilt mit E(X) = g und Var(X) = 62, so besitzt

32
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33

34

den Erwartungswert und die Varianz

2. Sind X/, ..., X, unabhingig mit E(X;) = ¢ und Var(X,) = 62, so besitzt das Stichprobenmittel

35

n
o1
X”:ZZX,.
i=1

36 37

2

. . o
den Erwartungswert und die Varianz | —
n

3. Ungleichung von Tschebyscheff:

38
Var(X)
2

KX -EX)|z0=

wobei X beliebig verteilt sein darf.
39

IA
%

p—c u 1

1.5 Kovarianz und Korrelation

Kovarianz Cov(X, Y):

40

Cov(X,Y) = E[(X — E(x)) - (Y = E(Y))]
=E(X -Y)—E(X) E(Y) (Verschiebungssatz)

Korrelationskoeffizient o(X, Y):
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41

o(X.Y) = Cov(X,Y)
v/ Var(X) - Var(Y)
Bemerkungen:
e o€ [-1,1]

elol=1eY=a+bXmit(b#0

e 0 =0 & X, Yunkorreliert

1.6 Weitere Aussagen iiber Kovarianz und Korrelation

e Sind X, Yunabhingig, so gilt:

TEX-Y) = E(X) - E(Y) = Cov(X,Y) = 0 = o(X, ) = 0

= Aus Unabhingigkeit folgt Unkorreliertheit.

e Rechenregeln fiir die Kovarianz:

43

Cov(X, X) = Var(X)
Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
Cov(a+ bX,c+dY)=b-d-Cov(X,Y)
Cov(X +Y,Z)=Cov(X, Z)+ Cov(Y, Z)

e Summe zweier Zufallsvariablen:

44
Var(X+Y) = Var X + VarY+ 2 - Cov(X, Y)

e Differenz zweier Zufallsvariablen:

45
Var(X—Y) = Var X + VarY -2 - Cov(X,Y)

1.7 Ubungsaufgaben
[Papl1, Zu Abschnitt 5, Seite 4591f]
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2 Mehrdimensionale Zufallsvariablen?

2.1 Mehrdimensionale diskrete Zufallsvariablen
o (Xy,...,X,) heiBit diskret, falls der Wertebereich endlich ist.

o Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

46
S, x)=RAX =x,...,X,=Xx,)

o Darstellungsmoglichkeiten: Tabelle, Streuungsdiagramm, Stabdiagramm.
47

VAN
y
3 0 1.0 0 4;5
; : y

2 [ 3 3 3 / . l/ |3

0,05 0,15 0,15 s o o

0,5 L | L v
2 - P

1 ° * /,/, /’// /’//

0,05 0,05 1 B N VN

1 2 3 X 1 2 3 X
2.2 Mehrdimensionale stetige Zufallsvariablen
e (X,...,X,) heilit stetig, wenn es eine Funktion f(x,,...,x,) gibt, so dass die Verteilungsfunk-

tion F folgende Gestalt hat:

48 . .
F(xl,...,x”)=/ / flty, .. t)de, L dr

o f(xy,...,x,) heiBt gemeinsame Dichte von (X1, ..., X,)

e Wir beschiftigen uns im Weiteren vor allem mit zweidimensionalen Zufallsvariablen (X, Y) oder
(X1, X5)

49

e Randverteilungsfunktion: Fi(x) = Hx, 00), Fy(y) = Feo, y)

e Rand-Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

50

f1(X)=/ f(x,y)dy, fz(y)=/ f(x, y)dx

2[Papl1, Teil II, Kapitel 7]
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o Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

| f(x,y) f(x,)
f1(x1y) 7.0 zw. fH(y]x) 700

o Unabhingigkeit: (X, ..., X,) sind genau dann unabhéngig, wenn gilt:

R X)) = F1D) e (i)

2.3 Gesetz der groBen Zahlen

e Gegeben: Zufallsvariablen X, ..., X, mit den Eigenschaften:
53

— unabhingig und identisch verteilt (,,i.i.d.”)
- E(X) = u

- Var(X,) = ¢*

o Gesucht: Verhalten von
54

in- oder aniin
i=1

wenn 7 laufend erhoht wird.

e Bekannt: siehe Liicken 35, 36 und 37:

55

E(X,) = u
Var(X,) = ﬁ
n

56

RIX X0l 20 S T
C

o Ungleichung von Tschebyscheff (Liicke 38)

57

n
- 1
angewandt auf X, = . Z X;
i=1

10
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58

ergibt A|X,-u[z0= ne?

Fiir n — oo folgt dann das Gesetz der grofien Zahlen:

59

lim P(| X, —pu|Zc)=0 bzw.
n—oo
lim P(|X,—pu|S0)=1

e Beispiel: Simulation 500 mal Wiirfeln

60

B0 = -é+2 St -+6-é=35

6

5| |
4%“%“/\
3 i
5l |

|
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

2.4 Zentraler Grenzwertsatz
61

e Summen voni.i.d. Zufallsvariablen sind fiir grofle » niherungsweise

e Beispiel: X, X,, X5 in [O 1] gleichverteilt

11

normalverteilt
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Z]ZXI ZZ=X1+X2 Z3:X1+X2+X3

62 63 64

{(21) f(z2) {(23)

> 71 : > 79

= Zentraler Grenzwertsatz:

65

n
Z X; ~ N(npu, a\/Z)
i=1

e Approximationsvoraussetzungen:

66

— Im Allgemeinen: n> 30

67

— Spezialfall Binomialverteiluing: np 25 und n(l —p) 2 3

o GauB3-Statistik:

68

Beispiel:
Gegeben: X, ..., X, gleichverteilt in [0, 1]

69
12

Gesucht: approximative Verteilung von | ¥ = Z X;—6

i=1

Mit den Liicken 18, 19, 29 und 30 folgt

12



@ 2 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

70

12
E()’):ZE(Xi)—6=12'%—6=O
i=1

12
Var() = ) Var(X,) - 6 = 12-% =1
i=1

= Y~ N(O,1)

Liicke 65 n > 30 = n = 12 ist eine schlechte Approximation!

2.5 Ubungsaufgaben
[Pap11, Zu Abschnitt 7, Seite 4671f]

13
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