@Ubungen zu Verteilungsparameter, Mehrdi-
mensionale Zufallsvariablen

Zoltan Zomotor

Versionsstand: 27. Marz 2015, 09:58

This work is licensed under the Creative Commons Attribution-NonCommercial-ShareAlike 3.0 Germany License.
To view a copy of this license, visit http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/de/ or send a letter to Creative
Commons, 171 Second Street, Suite 300, San Francisco, California, 94105, USA.

Aufgabe 1: Reviewfragen

(a) Wie sind Modus, Median und a-Fraktil definiert?

(b) Wie lasst sich das a-Fraktil bestimmen, wenn der exakte Wert nicht vertafelt ist?
(c) Beschreiben Sie eine konvexe / konkave Funktion.

(d) Was ist die Varianz / Standardabweichung einer Zufallsvariablen?

)
)

(e) Was ist der Unterschied zwischen Stichprobenmittel X und Erwartungswert E(X)?

(f) Wie lasst sich fir diskrete Zufallsvariablen X, Y die Rand-Wahrscheinlichkeitsfunktion
f(x) von f(x,y) bestimmen?

(g) Was besagt der zentrale Grenzwertsatz?

Aufgabe 2:

Bestimmen Sie Erwartungswert, Varianz, Modus und Median folgender Verteilungen der
Zufallsvariablen X:

(a) X diskret mit — 2 {4 2 5 7 0
f@)ls 8§ 8 5 8

x% | 2 -1 0 2 4 7 8
F(z;) |005 01 02 03 02 01 005

(b) X diskret mit

(c) X stetig mit

4 -2z firl<z<2
0 sonst
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Aufgabe 3:

Die diskreten Zufallsvariablen X und Y sind unabhéngig und wie folgt verteilt:
x| 01 ]2 yi | 24| 6
Si(zi) [ 0.1]0.3 ] fo(yi) [02] 0.1

Bestimmen Sie die fehlenden Einzelwahrscheinlichkeiten und dann die Tabelle der gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsfunktion f(z;,y;).

Aufgabe 4:

Gegeben ist die unvollstindige Verteilungstabelle der diskreten zweidimensionalen Zufallsvaria-
blen (X,Y)

Y
0 1 2
X
2 0.07 0.2
3 0.15 0.175
4 0.105 0.09 0.3
0.3

Bestimmen Sie die fehlenden Einzelwahrscheinlichkeiten und dann fi(z;), f2(y;), E(X), Var(X),
E(Y), Var(Y). Sind X und Y unabhéngig?

Aufgabe 5:

Die Verteilung einer stetigen zweidimensionalen Zufallsvariablen (X,Y’) hat die Dichtefunktion

E(x+y) firl<z<2 2<y<3
f(.’E, y) =
0 sonst

Bestimmen Sie
(a) die Konstante k,
(b) die Dichten fi(z) und f2(y) der Randverteilungen,

(c) die Erwartungswerte E(X) und E(Y'), sowie die Varianzen Var(X) und Var(Y) und
)

(d) die Wahrscheinlichkeiten P(X <1.6,Y <2.2) und P(1.1 < X <1.5,23<Y <2.6)
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Aufgabe 6:

Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion

322 firo<z<1
f(x) = {
0 sonst

Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion H(y) und die Dichtefunktion h(y) fiir die von X
abhéngige Zufallsvariable Y = In(X).
Hinweis: Bestimmen Sie in folgender Reihenfolge:

1. den Wertebereich von Y
2. die Verteilungsfunktion H(y) = P(Y <y) = P(In X <y)

dH (y)

3. die Dichtefunktion h(y) = 1
Yy

Aufgabe 7:

+o0
Zeigen Sie, dass fur Y = ¢g(X) der Erwartungswert E(Y) = E(¢g(X)) = / g(x) f(z)dx ist.

Hinweis: Gehen Sie der Einfachheit halber davon aus, das g(X) stetig und streng monoton ist.
Nutzen Sie die Erkenntnisse aus der vorigen Aufgabe.
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(a) o )Mo ist Maximum der Wahrscheinlichkeits- oder Dichtefunktion (im Allgemeinen
nicht eindeutig, zum Beispiel Gleichverteilung)

1 1
o F(xMed) = 5 oder kleinstes x mit F'(x) > 1
o F(zq) =«
(b) Durch Interpolation.

(c) Konvex / konkav: nach aufien / innen gewdlbt, aus Sicht der z-Achse, z.B. y = 22 /
y =z firz >0

(d) Die Varianz ist der Erwartungswert der quadratischen Abweichung vom Erwartungswert:
Var(X) = E(X — E(X))% Die Standardabweichung ist die Wurzel aus der Varianz.

(e) X ist der Mittelwert, der sich aus einer bestimmten Stichprobe ergibt, E(X) ist der
theoretische Wert, der sich aus der Verteilung ergibt.

i=1
T1,T9,...,Tm und y1,yo, . .

(f) fi(z) = Z f(x,u:), faly) = Z f(z;,y), fir Zufallsvariablen X und Y mit den Werten
j=1
5 Yn-

(g) Summen von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen sind fir grofie n
normalverteilt.

Losung 2:
(a) E(X) =2.75, Var(X) = 1.4375, Zrod = 2, TMed = 2

(b) E(X) = 2.3, Var(X) = 7.51, ZMod = 2, TMed = 2

4 1 1
(€) B(X) = 5, Var(X) = ., #o = 1, #viea =2 \/; — 1.2029

Losung 3:

Y
2 4 6 f1 (l’z)
0 0.02 | 0.07 | 0.01 0.1
1 0.06 | 0.21 | 0.03 0.3
2 0.12 | 0.42 | 0.06 0.6

| foly;) [ 020701 10 |

X
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Losung 4:

2 0.07 0.06 0.07 0.2

3 0.175 0.15 0.175 0.5

4 0.105 0.09 0.105 0.3

f2(y;) | 0.35 0.3 0.35 1

E(X)=31 EY)=1 Var(X)=049 Var(Y)=0.7
X und Y sind unabhéngig, weil f(z;,y;) = fi(x;) - fa(y;) fur alle 4, j gilt.

Losung 5:

(a)

F(x,y)zk/m /yf(é,w>dwd§=kf7f<f,w>dwds
—;oyoo 1 2 -
=k//§+w dwdﬁ—k/ vet+ 2| ae
1 1 2
_ Vg &y g_ ol
_k1/<§y+ 2¢ 2>d§_k LS e 241

2 2
y _xy’ y v
- S
k<2 2 =~ 2 2 2 3)

1
Es muss gelten F(+o00,+00) = F(2,3) =4k =1=k = T Die Verteilungsfunktion ist

somit

(x2y+xy2—2x2—4x—y—y2+6)

O | =

1 1
Fl(w):F(x,oo):F(x,3):§(3x2+9x—2x2—4x—3—9+6> :§(ac2+5x—6)
dF(z 2x +5
hilw) = dz >: 8
1 1
Fa(y) = F(oo,y) = F(2.y) = ¢ (4y +2° =8 =8 =y — 4 +6) = S(s” + 3y — 10)

dFy(y)  2y+3

fa(y) = dy 8
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2
2

BE(X) = / x-fl(x)dxz/x. TS gp = I3 15908

8 48
—00 1
7 Fo2y+3 121

E(Y) = / y f2(y)dy=/y- Y3 e = 22 — 2.5208

8 48
—00 2
00 2 9 5
E(X?) = /xQ-fl(a:)dwz/:n2- "’3; dr = 2.3958
—00 1
Var(X) = E(X?) — (E(X))? = 0.0829
E(Y?) = 6.4375 = Var(Y) = 0.0829
(d) P(X <1.6,Y <2.2) = F(1.6,2.2) = 0.102
1.52.6
PA1<X<1523<Y <26) = //f(x,y) dyda = 0.1125
1.12.3
Losung 6:
F(z) = a3

LY=InX=-0<y<0

2. H(y)=P(InX <y) =P(X <e¥) = F(e¥) =e%

3. h(y) = 33 fir —co <y <0
C M= 0 sonst

Losung 7:

Es sei h(y) die Dichte- und H(y) die Verteilungsfunktion von Y. Es gilt zudem

y=g(x)=>z=9"y) dy=g(z)dz H(y)=F(g '(y))
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