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1 Einleitung
Wenn man in die inhomogene Differentialgleichung

&+ ax = u(t)
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1 Einleitung

als Anregung
u(t) = Uge™

mit konstantem Uy und der (im Allgemeinen komplexen) Variablen s = a + ib einsetzt, dann
ergibt sich die partikulire Lésung mit dem Ansatz z,(t) = Xope®. Man kénnte nun wie im
letzten Kapitel einfach erst die homogene Losung xp, berechnen, den Ansatz fir z,(t) in die
Differentialgleicghung einsetzen und nach X, auflosen, um die Losung x(t) = xp(t) + 2p(t) zu

X
bestimmen. Wir berechnen hier aber den Quotienten 70:

0
1

X(s)
U(s)
Transformierten dieser Differentialgleichung ergibt. Der Laplace-Transformations-Operator wird
mit einem geschwungenen £ bezeichnet, man schreibt allgemein F(s) = L£{f(t)}. Die Laplace-
Transformation ist definiert als

Der Quotient lisst sich als Ubertragungsfunktion G(s) =

auffassen, die sich aus der Laplace-

Fls) = £{5()} = [ f(0e e
0

Die Laplace-Transformierte wird mit Grofibuchstaben bezeichnet, die Laplace-Transformierte
von z(t) ist also

o0

X(s) = L{x(t)} = / 2(t)e " dt

0



1 Einleitung

Berechnen wir die Laplace-Transformierte von &, also £{(t)}:
2

Der Differentialoperator d/dt lisst sich somit durch s ersetzen! und damit eine lineare Diffe-
rentialgleichung im Zeitbereich in den Bildbereich transformieren. Fiir eine bestimmte Anre-
gungsfunktion u(t) lasst sich die Losung zunédchst im Bildbereich durch Auflésen nach X (s)
berechnen. Die Losung im Zeitbereich ist dann

z(t) = L7HX(s)} = L7HU(s) - G(s)}
Es gibt noch zwei wichtige Punkte, die uns fehlen, um lineare Differentialgleichung auf diese

Art zu losen:
3

! Anfangsbedingungen (0) # 0 entsprechend beriicksichtigen.
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2 Laplace-Transformierte verschiedener Funktionen

Die einfachste Anregungsfunktion u(t) ist die Sprungfunktion h(t):

4

Fiir die Laplace-Transformierte ergibt sich:
5

Auf diese Art und Weise lassen sich fiir eine Reihe von Funktionen die jeweiligen Laplace-
Transformierten finden. Ublicherweise berechnet man diese nicht immer wieder neu, sondern
nutzt Korrespondenz-Tabellen wie Tabelle 1. In Tabelle 1 taucht noch vollstdndigkeitshalber
die Delta-Funktion §(¢) auf, die wir in dieser Vorlesung nicht weiter betrachten.

3 Inverse Laplace-Transformation

Die Tabelle 1 ldsst sich auch nutzen, um zu einer gegebenen Bildfunktion X (s) die Funktion
x(t) im Zeitbereich zu finden. Das tibliche Vorgehen bei der Riicktransformation ist also,
X (S) so umzuformen, dass man die Funktion in der Tabelle 1 findet. Hierzu sind haufig die
Rechenregeln in Tabelle 2 notwendig. In Tabelle 2 wird das alternative Zeichen o—e (leerer
Kreis = Zeitbereich, gefiillter Kreis = Bildbereich) fiur die Laplace-Transformation verwendet.
Die Riicktransformation ist entsprechend mit e—o gekennzeichnet.

Die Losung fiir die Differentialgleichung 4 + ax = u(t) mit 2(0) = 0, die mit der Sprungfunk-
tion u(t) = h(t) angeregt wird, ist somit:
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4 Partialbruchzerlegung

Setzt man in die Differentialgleichung i + ax = Upe®’ die Werte a =1, Uy = 1 und s = —2 ein,
dann ergibt sich fiir z(0) = 0 folgende Ubertragungsfunktion:

1

X(s)=
(5) s2+3s+2

Diesen Bruch finden wir erstmal nicht direkt in Tabelle 1. Hier ist erst eine Partialbruchzerlegung
notwendig (siehe auch Abbildung 1):

7

Die Riicktransformation und damit die Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist dann

wegen der Linearitétseigenschaft (siche Tabelle 2)
8

Aufgaben:

1. Zeigen Sie, dass sich dieselbe Losung ergibt, wenn man

a) die homogene und die partikuldre Losung xy, und zp respektive bestimmt, und



5 Ubungen

b) die Losung mit Hilfe der entsprechenden Korrespondenz in der Tabelle in [Papl2,
Seite 657f, Kapitel 4.2] bestimmt.

2. Losen Sie die Differentialgleichung z+xz = 0, z(0) = 1 mit Hilfe der Laplace-Transformation.

Losungen:
9

Wichtig: Voraussetzung fiir die Losung von Differentialgleichungen mit Hilfe der Laplace-Trans-
formation ist, dass die linke und rechte Seite der Differentialgleichung = 0 fiir ¢ < 0 ist!

5 Ubungen

[Papl2, Seite 676ff]: Alle Aufgaben zu Abschnitt 1, 2, 4 und 5. Fir manche Aufgaben ist
die umfangreichere Tabelle der Laplace-Transformationen in [Papl2, Seite 657f, Kapitel 4.2]
notwendig.
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Anhang

Tabelle 1: Einige Korrespondenzen der Laplace-Transformation mit f(¢ < 0) =0

[o.¢]
Ne f@, 620 F(s) = [ fmear
0
1 5(t) 1
1
2 h(t) oder 1 B
3 t 2
4 t'n=12,3,... sy
1
—at
5 c s+a
!
nem = _n
6 e n=1,2,3,... T
7 cos wot %
5%+ wj
S sin wqt %
5%+ wj
s+a
e ™% coswpt —_—
9 0 (s+a)?+wj
—at . wo
e % gin wyt —_—
10 0 (s +a)? + wd
 cos wot 5~ wj
Cos W —_
11 0 (52 + w?)?
2
12 t sin wot %
(s2 4+ wp)
a
1— —at e
13 ¢ s(s+a)
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—at a
t—1 _
14 ¢ ta s2(s+a)
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Tabelle 2: Rechenregeln fiir die Laplace-Transformation

Linearitatseigenschaft c1f1(t) + cafa(t) o—e c1 Fi(s) 4 caFa(s)
Ahnlichkeitssatz f(at) o—e fF(f)
a “a
Verschiebungssatz f(t —T,) o—e F(s)e Tt
Dampfungssatz e U f(t)o—e F(s+a)
Differentiation im Zeitbereich dEﬁ ) o—e sF(s) — f(0)
d2f(t d
2-fache Differentiation d{é ) o—e s F(s) — sf(0) — d—{
0
d™ f(t " ditt
n-fache Differentiation dj;g ) o—e s"F(s) — ; st dti—{
= 0
/ 1
Integration im Zeitbereich /f(T) dr o—e —F(s)
s
0

Faltungssatz /f1 (1) fa(t — 7) dT 0o—= Fy(s) - F3(s)

0
1. Grenzwertsatz f(0+) = lim sF(s))
Re(s)—
2. Grenzwertsatz }Ln(}of(t) = lg(sF(s))



Eine echt gebrochenrationale Funktion vom Typ f(x) =

Anhang

in eine Summe aus Partialbrichen zerlegen:

Z(x)
N(z)

lasst sich

schrittweise wie folgt

1. Zunéchst werden die Nullstellen des Nennerpolynoms N(x) nach Lage und Vielfalt be-

stimmt.

2. Jeder Nullstelle wird ein Partialbruch in folgender Weise zugeordnet, wobei konjugiert
komplexe Nullstellen zum entsprechenden reellen quadratischen Term zusammengefasst

werden konnen:

xIq:

Iy

Iy

2+ ax + b:

(22 + azx + b)*:

(22 4 ax + b)":

3. Die echt gebrochenrationale Funktion f(x) =

darstellbar.

A
FEinfache Nullstelle —
r — I
A A
Zweifache Nullstelle — L 2
x—mz (r—1x1)?
A A A
r-fache Nullstelle — ! 2 + - u
x—mz (r—x1)? (x —x)"
A B
1-facher quadratischer Term — QL
> +axr+b
. Az + By Asx + By
2-facher quadratischer Term — Ztartb @@ tartb?
A B A B
r-facher quadratischer Term — At b At D
2+ ax+b (22 4+ ax + b)"
Z(x)

N(x)

4. Bestimmung der Konstanten durch Koeffizienten- Vergleich.

ist dann als Summe aller Partialbriiche

Abbildung 1: Algorithmus zur Partialbruchzerlegung aus [Papll, Seite 469]
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